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本 书 是 与 同济 大 学 数学 系 编 4 线 性 代数 》 第 五 版 相配 套 的 学 习 辅 导 节 ,是 在 
第 四 版 轴 导 书 的 基础 上 修订 而 成 的 。 修 订 时 对 原 书 中 要 求 偏 高 的 内 容 作 了 较 大 
幅度 的 删节 或 改写 ,使 它 更 贴近 "工科 类 本 科 数 学 基础 课程 教学 基本 要 求 "。 

本 书 按 《线性 代数 》 第 五 版 的 章节 上 顺序 还 章 编 写 ,每 章 包 括 以 下 儿 部 分 内 容 : 

一 、 基 本 要 求 ”主要 根据 教育 部 高 教 司 颁发 的 工科 类 本 科 数 学 基础 课程 
教学 基本 要 求 "确定 ,同时 也 根据 当前 的 教学 实际 作 了 少许 修改 并 细 化 < 

二 、 内 容 提要 。 归纳 本 章 的 主要 内 容 。 

学 习 要 点 ”概括 地 羡 明 本 章 的 更 点 和 学 习 的 关键 。 

钩 姐 解难 针对 本 章 的 重点 内 容 和 较 难 理解 的 内 容 ,针对 学 生 在 学 习 
本 章 时 常常 问 及 的 一 些 共同 性 的 并 有 较 大 意义 的 问题 ,编选 出 若干 个 问题 予以 
分 析 、 解 答 ,以 帮助 读者 释 展 解难 并 加 深 理解 。 

五 、 例 题 询 析 与 增补 对 教材 中 约 112 的 例题 加 以 剖析 ,分 析 其 解 题 思 路 、 
所 用 的 原理 和 方法 ,说 明 该 例 的 惠 义 或 引申 到 一 般 化 的 结论 。 并 适当 补充 若干 
例题 ,补充 的 例题 不 在 于 它 的 解 题 技巧 ,其 内 容 和 要 求 仍 属于 基本 要 求 的 范围。 

六 、 习 题解 答对 教材 中 全 部 习题 作出 解答 ,其 中 部 分 习题 给 出 儿 种 解法 ， 
并 视 需要 作 透 当 的 评 证 。 

七 、 补 充 习题 ( 附 答案 和 提示 ) 为 满足 读者 练习 的 需要 ,补充 少量 习题 ,其 
中 包括 若干 选择 题 。 

本 书 由 同济 大 学 数学 系 骆 承 钦 、 胡 志 库 合 编 。 限 于 水 平 , 书 中 难免 夯 诺 下 足 
之 处 , 屎 请 同行 和 读者 批评 指正 。 
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使 用 说 明 


1- 本 书 中 所 称 * 教 村 "是 指 同济 大 学 应 用 数学 系 编 《线性 代数 》 第 四 版 。 

2.“ 生 乡 解难 "中 的 问题 编号 用 " 问 mm" ,其 中 轨 为 章 号 .7 为 题 号 。“ 例 
题 齐 析 与 增补 "中 例题 的 编号 " 例 m" 为 该 例 在 教材 同一 章 中 的 编号 ,补充 例题 的 
编号 用 “ 例 mm "ma "其 中 中 为 章 号 ,m 为 题 号 。“ 习 题 选 解 "中 的 题 号 为 该 习题 在 
教材 同一 章 中 的 编号 “补充 习题 "的 编号 用 "mm” ,in 为 章 号 , 为 题 号 。 

3. 补充 例题 和 习题 中 ,有 一 部 分 选 自 历年 硕士 研究 生 入 学 考试 试题 ,这 些 
题 的 编号 后 有 一 个 括 缀 , 括 级 中 的 数字 是 该 题 用 于 考研 试题 的 年 份 。 例 如 例 
4.1(1988) ,表示 该 例 是 1988 年 的 考研 试题 。 

4. 本 节 中 采用 的 昌 辑 符号 的 含义 : 

V 任 给 
之 推出 
名 互 推 ,等 价 ,充分 必要 条 件 
因为 
所 以 
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行 列 式 
基本 要 求 


1. 会 用 对 角 线 法 则 计算 二 阶 和 三 阶 行列 式 . 
2. 知道 ， 阶 行列 式 的 定义 及 性 质 . 
3. 知道 代数 余子 式 的 定义 及 性 质 
4. 会 利用 行列 式 的 性 质 及 按 行 ( 列 ) 展 开 计算 简单 的 ， 阶 行列 起 . 
5. 知道 克拉 默 法 则 - 
内 容 提 要 
1. 行列 式 的 定义 
) 阶 行列 式 
au aa ”” an 
站 


机 二 网 

Qn1 Qo2 人 Qm 
其 中 记 记 … 户 ,为 自然 数 1,2,…,m 的 一 个 排列 ,: 为 这 个 排列 的 逆序 数 , 求 和 符 
号 >， 是 对 所 有 排列 .p, 记 …。 求 和 - 


和 2 

阶 行列 式 D 中 所 含 安 个 数 叫做 D 的 元 素 , 位 于 第 守 行 第 ; 列 的 元 素 w 
叫做 刀 的 (i 元 . 

二 阶 和 三 阶 行列 式 的 计算 适用 对 角 线 法 则 . 

2. 行列 式 的 性 质 

(1) 行列 式 了 D 与 它 的 转 置 行列 式 D" 相等 . 

(2) 互 换行 列 式 的 两 行 ( 列 ) ,行列 式 变 号 . 

(3) 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 中 所 有 元 素 都 乘 以 同一 数 &, 等 于 用 数 上 乘 此 行 
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列 式 ;或 者 ,行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 有 公 因 子 人 , 则 A 可 提 到 行列 式 记 号 
关外 . 
(4) 行列 式 中 如 果 有 两 行 ( 列 ) 元 素 完 全 相同 或 成 比例 , 则 此 行列 式 为 零 . 
(5) 若 行列 式 的 某 一 列 ( 行 ) 中 各 元 素 均 为 两 项 之 和 , 则 此 行列 式 等 于 两 个 
行列 式 之 和 、 





例如 

第 7 列 
an ap 人 (ev+an) an 
Ca 2 0 (Cast+a5) aa 
0 

第 ) 列 第 7 列 
ap 
人 om Ca 
1 ao 








如 果 这 样 ,就 形象 地 称 为 行列 式 按 第 ) 列 拆 成 两 个 行列 式 . 
(6) 把 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 乘 以 同一 数 然后 加 到 另行 ( 列 ) 的 对 
应 元 素 上 去 ,行列 式 的 值 不 变 . 
3. 行列 式 的 按 行 ( 按 列 ) 展 开 
(1) 把 ， 阶 行列 式 中 (i,y) 元 ev 所 在 的 第 ; 行 和 第 ) 列 划 去 后 所 成 的 上 -上 
阶 行列 式 称 为 (i ,7 ) 元 a 的 余子 式 , 记 作 M,; 记 A, =(- 1 M, 称 A, 为 
(元 的 代数 余子 式 . 
(2) ， 阶 行列 式 等 于 它 的 任意 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 与 对 应 的 代数 余子 式 的 乘 
积 的 和 . 即 可 以 按 第 站 行 展 开 : 
D=atA +azAas+…+anA (ii=1,2) 
或 者 按 第 ) 列 展开 : 
D=auvAvt+axrAy+…+aA (ji=1,2m59 生 
(3) 行列 式 中 任 一 行 ( 列 ) 的 元 素 与 另 一 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 的 代数 余子 式 乘 
积 之 和 等 于 零 . 即 


at+aa4az+…+AA=0,i 天 )， 
和 au +an4Aay+…+AAu=0,.i 天 1 
4. 一 些 常用 的 行列 式 
(1) 上 下 三 角形 行列 式 等 于 主 对 角 线 上 的 元 素 的 乘积 . 即 


























2 ai am 
aa aa al aa 
四 匣 : 三 Qla2zQ 
(未 标明 的 元 素 均 为 零 , 下 同 ) . 
特别 ,对 角 行 列 式 等 于 对 角 线 元 素 的 乘积 , 即 
旬 | 
六 = 
Av 
Qu 2 | 
(2) 设 D, = : | ,D;: = 
au au 0 om 
au au 
| 
则 人 = D,D,. 
二 于 沁 
0 
5. 克拉 默 法 则 


含有 ) 个 未 知 元 zi ,zz，…zw 的 个 线性 方程 的 方程 组 
aunri+anazz+…+Qnzn 一 的 ， 


ao 二 Qarz 十 十 Qnr 二 ， 


am Ti 二 Goz2T2 二 二 QT 一 bo 


当 ,0 ,，…，,b 全 为 零 时 , 称 为 齐 次 线性 方程 组 ;否则 , 称 为 非 齐 次 线性 方程 组 ， 
(1) 如 果 上 列 方程 组 的 系数 行列 式 D 关 0, 那 么 它 有 惟一 解 :z， 二 (=1， 


2,…,) ,其 中 D，(i=1,2,…,n) 是 把 D 中 第 ; 列 元 素 用 方程 组 的 右 端的 自由 
项 替代 后 所 得 到 的 ” 阶 行列 式 ; 
(2) 如 果 上 列 方程 组 无 解 或 有 两 个 不 同 的 解 ,那么 它 的 系数 行列 式 D= 0; 
(3) 如 果 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 D 关 0, 那 么 它 只 有 零 解 ;如 果 齐 次 
线性 方程 组 有 非 零 解 ,那么 它 的 系数 行列 式 必定 等 于 零 . 





学 习 要 点 


本 章 的 重点 是 行列 式 的 计算 .对 于 ” 阶 行列 式 的 定义 只 需 了 解 其 大 概 的 意 
思 , 对 于 行列 式 各 条 性 质 的 证 明 只 需 了 解 其 基本 思路 .要 注重 学 会 利用 这 些 性 质 
及 按 行 ( 列 ) 展 开 等 基本 方法 来 简化 行列 式 的 计算 ,并 掌握 两 行 ( 列 ) 交 换 、 某 行 
( 列 ) 乘 数 . 某 行 ( 列 ) 加 上 另 一 行 ( 列 ) 的 上 倍 这 三 类 运算 .按照 “会 计算 简单 的 ” 
阶 行列 式 "这 一 基本 要 求 , 对 于 计算 行列 式 的 技巧 毋 需 作 过 多 的 探求 . 


释疑 解难 
问 1.1 行列 式 与 行列 式 的 值 有 什么 区 别 ? 
答 这 是 一 个 "形式 "与 * 内 涵 "的 问题 .以 二 阶 行列 式 为 例 . 式 子 | 叫 








做 二 阶 行列 式 , 它 表 示 一 个 数 


Tu 一 Ju， 
这 个 数 叫 做 二 阶 行列 式 的 值 ,并 记 作 
T 

= 一 Ju . 
& 了 








注意 上 式 中 的 等 号 是 “ 记 作 "的 意思 ,但 由 于 等 号 通常 理解 为 两 边 的 数 相等 ,因此 
上 式 左边 的 行列 式 记 号 也 就 表示 行列 式 的 值 .两 个 行列 式 相等 是 指 它们 的 值 
相等 . 

由 于 行列 式 记号 既 表 示 行 列 式 ,又 表示 它 的 值 ,因此 教材 中 没有 明确 提出 
“行列 式 的 值 " 这 一 名 称 ,把 “行列 式 的 值 "也 叫做 “行列 式 ” 

问 1.2 如 何 理解 行列 式 的 定义 ? 

答 ， 阶 行列 式 D= det(av ) 的 定义 

= 之 (一 1 ao az raw， 

其 中 : 是 排列 pp … 记 ,的 逆序 数 .此 定义 中 应 注意 两 点 : 

(1) 和 式 记号 之 是 对 集合 已 = | 户 访 …… 户 1 pp… 思 是 1,2,…, 的 排列 | 作 
和 , 因 ”个 不 同 元 素 的 排列 数 是 1, 于 是 该 和 式 共 有 nm! 项 ; 

(2) 和 式 中 的 任 一 项 = 是 取 自 D 中 不 同行 ,不同 列 的 元 素 之 积 .由 排列 知识 
知 ,D 中 这 样 不 同行 ,不 同 列 的 ” 个 元 素 之 积 共 有 ml! 个 . 


例题 剖析 与 增补 5 





(3) 和 式 中 任 一 项 e 都 带 有 符号 ( - 1)' ,+ 是 列 标 排列 六 p，… 户 的 逆序 
数 , 即 根据 此 排列 的 逆序 数 为 偶数 或 奇数 ,v 依次 取 * + "或 *- "根据 排列 的 性 
质 ,和 式 中 各 有 纪 项 取 “ + "和 取 * 一 

由 上 所 述 可 知 ,w 阶 行列 式 D 恰好 是 它 的 不 同行 .不同 列 的 ， 个 元 素 之 积 
的 代数 和 ,是 一 个 * 积 和 式 ", 其 中 一 半 带 有 正 号 ,一 半 带 有 负 号 . 

间 1.3 (1) 余子 式 与 代数 余子 式 有 什么 特点 ? (2) 它们 之 间 有 什么 联系 ? 

答 〈1) 对 于 给 定 的 ” 阶 行列 式 D= det(a ),(i ,7 元 的 余子 式 M, 和 
代数 余子 式 A, 仅 与 位 置 (; ,四 有 关 ,而 与 D 的 (; 放 元 的 数值 无 关 . 

(2) 它们 间 的 联系 是 A, = ( - 1)…M, ,因而 当 ;+ 7 为 偶数 时 ,二 者 相同 ; 
当 ;+ 为 奇数 时 ,二 者 符号 相反 .它们 间 的 关系 也 可 用 图 示 为 

0 


- 二 + 


其 中 ,符号 +" 表示 对 应 位 置 上 Ai = M,; 符 号” - "表示 对 应 位 置 上 A, = 
- M .上 图 的 规律 可 简单 地 归结 为 :对 角 线 上 为 正 , 正 的 “邻居 "为 负 , 负 的 “ 邻 
居 " 为 正 . 


例题 剖析 与 增补 


例 5 证 明 ” 阶 行列 式 
Ai 
)， oa 
=( 一 1 了 Ah， 
四 
其 中 未 写 出 的 元 素 都 是 0. 

析 本 例 根据 行列 式 的 定义 来 证 明 . 在 ” 阶 行列 式 的 定义 中 ,元素 ww 不仅 
代表 一 个 数 ,还 表明 这 个 数 在 行列 式 中 的 位 置 .本 例 中 的 数 1, 不 能 显示 它 在 行 
列 式 中 的 位 置 .因此 需要 按 , 在 行列 式 中 的 位 置 ,把 1, 改 记 作 ao.,-,,,, 从 而 得 
到 乘积 ,2…A)。 中 各 元 素 的 列 标 排列 为 
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ma …21， 
由 此 计算 出 这 个 排列 的 逆序 数 为 
4=0+14…+O-D=2C. 


例 7 计算 
|3 1 -1 2| 
| 
| 
1 -5 3 汉 | 

析 教材 分 别 在 $5 及 8$6 两 节 中 ,利用 行列 式 性 质 ( 包 括 按 行 ( 列 ) 展 开 性 
质 ) 计 算 此 行列 式 D 的 值 .8s 中 ,把 化 成 上 三 角形 行列 式 .$6 中 ,把 D 按 行 
(或 列 ) 展 开 , 因 第 三 行 元 素 的 数值 较 简 单 , 故 按 第 三 行 展 开 .为 减少 展开 式 中 非 
零 项 的 项 数 , 先 利 用 行列 式 性 质 , 把 第 三 行 除 元 素 ax 之 外 全 化 成 0 ,使 展开 式 中 
只 有 一 项 .这 两 种 方法 是 行列 式 计算 的 基本 方法 ,要 熟练 掌握 . 

例 8 计算 


了 = 


本 和 
D= | 

于 
区 

析 本 例 中 D 属于 一 类 重要 的 行列 式 ,在 后 继 内 容 中 会 多 次 遇 到 此 类 行列 

式 , 其 特点 是 对 角 元 相同 ,并 且 非 对 角 元 也 相同 . 它 的 一 般 形式 为 教材 习题 8(2) ， 
可 以 用 多 种 方法 计算 其 值 ,但 最 基本 也 最 方便 的 方法 就 是 本 例 介 绍 的 , 即 利 用 各 
列 ( 行 ) 元 素 之 和 相等 ,把 各 行 ( 列 ) 同 时 加 到 第 1 行 ( 列 ). 














例 10 设 
an Qik 
0 
吉 RS 本 Qun 和 QI 
D=|“” 机 ,Di=det(w)=| : > 
EC 
: an 
ca 0 
bu 刀 和 
D:=det(b)=| : : 
加 
证 明 D = D, D,. 


析 学 习 本 例 , 应 侧重 于 它 的 结果 ,以 后 常 要 用 到 此 结果 .用 第 二 章 抢 阵 的 
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语言 来 叙述 ,此 结果 是 





本 TEA| 
=14,114:1. 
| ai| 
例 11 计算 2” 阶 行列 式 





| 
| 呈 雹 | 
D| ce 进 


< dj| 


27 





其 中 未 写 出 的 元 素 为 0 

析 此 例 的 目的 是 介绍 递 推 法 . 递 推 法 是 行列 式 ,尤其 是 高 阶 行列 式 计算 中 
常用 的 \ 有 效 的 方法 .应 用 递 推 法 的 实质 是 数学 归纳 法 ,因此 建立 了 递 推 公式 
Di,=(ad -pc)D:, 之 后 应 注意 要 验证 归纳 的 基础 ,例如 =1 或 风 =2 时 命 
题 成 立 ， 

例 12 证 明 范 德 蒙 德 (Vandermonde) 行 列 式 


1 
Zi 
? 2 2 
D.=| 嫌 2 这 T (za 一 冯 )， 
wzipjzl 
1 ai -1 
| 


其 中 记号 “| | " 表示 全 体 同类 因子 的 乘积 . 

析 (1) 应 注意 教材 中 把 D, 降 阶 的 技巧 :从 第 ， 行 开始 ,后 行 减 前 行 的 
倍 .如 果 进 行 相反 方向 的 运算 , 即 从 第 2 行 开始 ,后 行 碱 前 行 的 若干 倍 , 则 无 法 得 
到 关于 D, 的 递 推 公式 . 

(2) 范 德 蒙 德行 列 式 看 做 ”个 变 元 ri ,zi ,… ,zx。 的 函数 ,有 三 个 特点 : 

(iD 从 列 的 角度 看 ,第 ) 列 元 素 从 上 到 下 依次 为 变 元 的 零 次 宕 一 次 宕 、 
(一 1) 次 宕 JJ=1,2,,o03 

(ii) 从 行 的 角度 看 ,第 ; 行 (i,&) 元 是 变 元 zx 的 (1- 1) 次 宕 ,= 1,2，…， 
一 2 

(ii 从 结果 看 , 范 德 蒙 德行 列 式 是 以 所 有 可 能 的 足 标 大 的 变 元 与 足 标 小 的 
变 元 之 差 作为 因子 的 乘积 . 
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例 13 设 
3 -5 2 让 
| 二 - 引 
D=| 
13 33 
12 -4-1 3 


D 的 (7 ,7 元 的 余子 式 和 代数 余子 式 依次 记 作 M, 和 A, , 求 
AN+AD+As+A 及 Mi+M+M+ M: 

析 本 例 的 目的 是 熟悉 代数 余子 式 (或 余子 式 ) 的 性 质 以 及 行列 式 的 按 行 
(或 按 列 ) 展 开 . 以 求 vc= Au+Au+Ans+Al 为 例 . 

(1) 如 果 直 接 用 代数 余子 式 定义 ,那么 要 计算 4 个 三 阶 行列 式 , 显 然 计 算 量 
比较 大 . 

(2) 代数 余子 式 A, 的 特点 是 它 与 D 的 (i ,7 元 的 数值 无 关 . 因 此 ,与 其 说 
的 (i 旋 元 wy 对 应 着 A,, 倒 不 如 说 D 的 (;i ,元 所 在 的 位 置 (i,)) 对 应 着 A， .由 
此 可 知 ,和 式 o 与 D 的 第 1 行 元 素 无 关 . 令 
人 
5 
3 
2 -4 -1 3 
则 D, 与 D 的 第 一 行 元 素 的 代数 余子 式 是 相同 的 , 即 A, 也 是 Pi, 的 (1,7) 元 的 
代数 余子 式 , 从 而 和 式 o 恰好 是 D, 按 第 ! 行 的 展开 式 , 于 是 

c=A4A+Aot+tA+Ad=D. 

同 理 , 因 Mi + Ma + Mu+ Ms=Anu-An+A-A, 此 和 式 与 癌 的 第 
1 列 元 素 无 关 . 

例 1.1 由 行列 式 定义 ,计算 

322 


D, = 





1 
一 避 


Fr)= 


一 DA 9 
一 


并 
中 写 与 zx 的 系数 . 

解 ”由 行列 式 定义 ,六 z) 是 所 给 行列 式 中 所 有 取 自 不 同行 ,不同 列 的 元 素 
之 积 的 代数 和 , 记 为 D , 它 是 关于 x 的 4 次 多 项 式 . 因 行 列 式 中 每 个 元 素 至 多 是 
z 的 一 次 多 项 式 ,于 是 

ao 是 D 中 的 z“ 项 

后" 含有 4 个 取 自 不 同行 ,不 同 列 的 z 的 一 次 多 项 式 的 元 素 ; 
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扩 c 是 D 的 (1,1),(2,2),(3,3),(4,4) 元 之 积 ; 
全 c=2z( 容 易 知 道 该 项 的 符号 为 正 ); 
是 D 中 的 z 项 

扫 o 含有 3 个 取 自 不 同行 ,不 同 列 的 x 的 一 次 多 项 式 的 元 素 ,而 余下 一 行 、 
一 列 的 元 素 ( 已 惟一 确定 ) 是 常数 ; 

5 是 D 的 (1,2),(2,1),(3,3),(4,4) 元 之 积 ; 

ec= -xz3 (容易 知道 该 项 的 符号 为 负 ). 

例 1.2 计算 五 阶 行列 式 











1] 
23451 
D=|l34512 
45123 
5 下 -全 全 洛 
解 一 “利用 各 行 的 元 素 之 和 相同 的 特点 ,把 除 第 1 列 以 外 的 各 列 加 到 第 1 
列 ,得 
150 人 六 汪汪 123435 
| 1 
D=|1545132|=1514512 
让 人 
II5 1234 1 
IL 2 3 4 5 
sm |0 1 1 -4 
150 1 1 -4 1 
2 0 
0 -4 1 1 1 


1 1 1 -4 

tt -4 了 

1 -4 1 1 
| -111 
对 上 式 最 后 一 个 行列 式 作 变 换 : 把 各 行 加 到 第 1 行 并 提取 第 1 行 的 公 因 子 ~- 1， 
得 


按 第 1 列 展开 











1 
必 
守 
己 
1 
An 
一 
己 虽 忆 一 
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| 0 0 -5 
-4 is| 0 -5 串 -1s75. 
-5 0 0 
解 二 从 了 的 最 后 一 行 开 始 , 后 行 减 去 前 行 ,得 
1 2 3 4 5 有 省 ， 
1 1 站 -~ 
D=ll 1 1 -4 1 1 0 0 - 
1 1-4 1 1 1 0 -5 0 
不 :和 1 -5 0 0 
1 
| 汉 - 
3 技 第 1 列 展开 -5 
-5 Easysaacesesear 
-5S 5 
0 -5 
=ax(-5)， 
其 中 1+ 革 223+4=-3, 所 以 D=1875. 
例 1.3 计算 ， 阶 行列 式 
而 二 
D= 时 ,其 中 aaz…a, 天 0. 
1 Q 





解 一 通过 把 D 的 第 1 行 中 除 (1,1) 元 as, 外 其 他 元 素 均 变 成 为 零 , 化 症 
为 下 三 角形 行列 式 ,具体 如 下 ， 
已 





aa = baaaa…autt， 


av 
其 中 0 = -二 -一 -二 ,于 是 ,D = aa 人 (we 驴 
解 二 把 D 按 第 1 行 展 开 , 由 代数 余子 式 


SI 


[ 注 】 在 行列 式 的 计算 中 ,我 们 常用 ” * “表示 那里 可 能 有 一 些 非 零 元 素 ,但 对 行列 式 的 值 没有 影响 ; 
用 0 表示 那里 的 元 素 都 是 零 - 
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1 
1 ai-1 
An=(-1) 1 0 … 0 0 … 0 
1 iv1 
1 av 


按 第 )- 1 行 展开 
一 一 一 一 -oa (=2,3，…,n) 








得 D = aasmras - 2 人 


注 解 二 毋须 aa:…a, 天 0 的 条 件 . 
例 1.4 利用 范 德 蒙 德行 列 式 计 算 四 阶 行列 式 


忆 访 C 
芭 7 个 人 人 
3 全 本 人 
D+c+d at+c+d a+p+d a+b+c 
ab ec d 
共 
解 D 一 (e+b+ctrd) 机 本 本 
1 并 
把 上 式 等 号 右边 的 行列 式 的 最 后 一 行 依次 与 前 面 的 行 交换 , 共 交 换 3 次 ,得 
和 
ec ad 


Q 
D=-(a+pb+c+d) 0 


2 0 

此 为 4 阶 范 德 蒙 德行 列 式 ,根据 例 12 的 结果 ,得 
D=-(ar+rb+c+d)(o-a)(c-al(da-ac-bd-bd-c). 
例 1.5 计算 ”+1 阶 行列 式 


0 
避 
0 


解 首先 ,我 们 恒 可 设 a, 夫 0,i=1,2,…,+1. 因 若 有 某 一 o =0, 例 如 
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ai=0, 则 将 D,., 按 它 的 第 "+1 行 展开 ,得 到 D.,, = 尽 ,,D,: 若 D, 中 诸 w， 
均 不 为 零 , 则 已 如 我 们 之 假设 ;不 然 , 对 D, 作 相 同 的 讨论 .其 次 考察 此 行列 式 ， 
它 的 第 ;i 行 元 素 是 o .2 的 ”次 齐 次 函数 ,于 是 从 第 ; 行 提取 因子 oi (i= 1， 


2 t+D 后 ,第 ; 行 ,第 1 列 元 素 成 为 ( 生 】 (Gj=1.2，snt1ii=1.2，， 
+1), 即 有 


1 六 人 ) 
D, =aiaa as aa aa 


多 
上 式 等 号 右边 的 行列 式 为 x+ 1 阶 范 德 蒙 德行 列 式 之 转 置 行列 式 ,因此 
和 - 包 ] 





D = aa， ( 


= [1 (oo -ap). 
， 


SEE 


习题 解答 


1. 利用 对 角 线 法 则 计算 下 列 三 阶 行列 式 : 














2 0 1 Qa 6 ec 
(1) 人 (2) | c al; 
生 间 8 及 二 
和 工 < 
(3) |a bb cl (4) | 9 rz+y 工 
az 82 ec 工 十 》 要 了 














解 (1) 原 式 =2x(-4)x3+0x(-1)x(-1)+lxlx8 
-1x(-4)x(-1)-2x(-1)x8-0xl1x3= 一 4; 
(2) 原 式 =acb+bac+cba 一 co@ 一 思 
=3apc -人 @ 一 下 一 ci 
(3) 原 式 =1:6c2+lcsaozs+la' 且 一 10 人 一 ce 
=bcxt+cez+ab 一 ba 一 c 扫 一 ac 
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=ec(0-a)+oab(0-a)-ce( 人 -ao)=(a-b)(-ce)c-a); 
(4) 原 式 =z(r+v)y+yr(rz+y)+(r+y)wxr-(z+y 一 站 一 克 
= -2(0z+ 内 ). 

2. 按 自然 数 从 小 到 大 为 标准 次 序 , 求 下 列 各 排列 的 逆序 数 : 

(1 2 3 4; (2)4 1 3 2; 

(3)3 4 2 1 (4)2 4 1 3; 

(1 3 … (2n-D 2 4 … (2 

(6)1 3 … (2n-1) (2) (22-2) … 2. 

解 (1) 此 排列 为 自然 排列 ,其 逆序 数 为 0; 

(2) 此 排列 的 首位 元 素 的 道 序数 为 0; 第 2 位 元 素 1 的 道 序数 为 1; 第 3 位 元 
素 3 的 逆序 数 为 1; 末 位 元 素 2 的 逆序 数 为 2, 故 它 的 逆序 数 为 0+1+1+2=4; 、 

(3) 此 排列 的 前 两 位 元 素 的 逆序 数 均 为 0; 第 3 位 元 素 2 的 逆序 数 为 2; 末 
位 元 素 1 的 逆序 数 为 3, 故 它 的 逆序 数 为 0+0+2+3=5; 

(4) 类 似 于 上 面 ,此 排列 的 从 首位 元 素 到 末 位 元 素 的 逆序 数 依次 为 0,0,2， 
1 , 故 它 的 逆序 数 为 0+0+2+1=3; 

(5) 注意 到 这 2 个 数 的 排列 中 ,前 ， 位 元 素 之 间 没 有 逆序 对 .第 + ! 位 
元 素 2 与 它 前 面 的 - 1 个 数 构成 逆序 对 , 故 它 的 道 序数 为 - 1; 同 理 ,第 +2 
倍 元 素 4 的 道 序数 为 ，-- 2;…: 末 位 元 素 2 的 逆序 数 为 0. 故 此 排列 的 逆序 数 
为 On-D+(n-2)+…+0= 瑟 nn-Di 

(6) 与 (5) 相 仿 , 此 排列 的 前 n+ ! 位 元 素 没有 逆序 对 ;第 n+ 2 位 元 素 
(2w -2) 的 逆序 数 为 2; 第 "+ 3 位 元 素 2m - 4 与 它 前 面 的 2m -3,2m - 1,2m， 
2 -2 构成 逆序 对 , 故 它 的 逆序 为 4;…:; 末 位 元 素 2 的 逆序 数 为 2 - 1) ,故此 
排列 的 逆序 数 为 2+4+…+2(mz-H)=x(n 一 1). 

3. 写 出 四 阶 行列 式 中 含有 因子 av as 的 项 - 

解 ”由 行列 式 定义 知 这 项 必 还 含有 分 别 位 于 第 3 行 和 第 4 行 的 某 两 元 素 ， 
而 它们 又 分 别 位 于 第 2 列 和 第 4 列 , 即 cy 和 as 或 sk 和 at .注意 到 排列 1324 
与 1342 的 逆序 数 分 别 为 1 与 2, 故此 行列 式 中 含有 aa 的 项 为 - an aaanas 

一 
与 anazaaxas. 


4 计算 下 列 各 行列 式 : 


41 2 4 2 证 要 冰 

120 2 号 一生 :和 
寻 3 (2 ; 
《 1I10 5 2 0 2 3. 2 

0117 可 0 6 2 
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0 0 
1 0 
c 1 
-1 4 
0 2 
2 2 己 进 
5 2 21- 丽 
“二 1 7 
和 ll1 2 0 
0 11 7 了 ooslol li 
0 -45 2 -20 00D 85 
人 0 0 9 45 
=0 ( 因 第 3.4 行 成 比例 ); 
到 下 过 
CD) De | 。 9 | =0 (办 有 两 行 相同 ); 
5062 
-6 ce ee = 了 
(3) D 一 ad/ 玉 -ec e| 宇 = obpedef 1 -1 1 
忆 / 已 三 人 | 让 鸡 全 和 
1 并 
abcdef| 0 0 2|=4abcde 
本 0 2 0 
01+ab a 0 
1+abg aua0 
(0 Do 1 
DT 
0 0 -1d | 
1+ab a ad 
1 和 公 
三 衣 二 又 
0 -1 0 


=(1+abg)(1+cd)+ad. 
5. 求解 下 列 方程 : 











| 1 1 和 
元 到 = 
工 公 C 
(| 2 x+l 1 |=0;(2)|， ， ， =0, 其 中 aoc 
本 一杯 
在 “五 3 | 爸 二 和 
互 不 相等 . 





解 (D 左 式 -下 


一 忆 一 
对 
+ 一 
一 一 





1 
工 二 | 
于 是 方程 的 解 为 :r, = -3,r;=V3,rs= -V3; 
(2) 注意 到 方程 左 式 为 4 阶 范 德 蒙 德行 列 式 , 由 例 12 的 结果 得 
(z-a)(r-b)(z-c)e-pb)a-c)(0-c)=0. 
因 a,b,c 互 不 相等 , 故 方程 的 解 为 :r, = a ,zaz=b,rs=(. 


2 了 十 芋 
| =-Gaate-3) 





6. 证 明 : 
2 
(1) |]2o e+ 20|=(e 一 6 
] 1 1 
LUz+by ay+bz az+pz 芝 -六 和 
(2) |ay+pz az+phr ar+by|=(a+ 人 9)|y > 4 
az+br ar+by ay+bz z 工 











@ (a+l (aa+2) (at+3) 
妇 (+1) 7 (+2) 7 (0+3) 
3 =0; 
时 二 


好 (dt+l) (d+2)2 (dd+3) 


(4) | ， 





人 


=(a-b)(a-c)(a-d)(o-c)-d)(c-ad)(a+rp+c+d)s 


16 


























rz -1 0 0 0 
0 rr -1 0 0 
YY 一 医 : : ; | =aor +as ic 二 Qi 二 ug 
0 0 0 rzr 一 1 
ao al aa 人 
好 一 丰田 -全 及 | (ap 田 一 且 本 
证 (1 左 式 一 人 |2(o-0) oa-0 20| 一 人 0 -5 2 
0 人 0 0 1 
=(e -0 = 右 式 ; 
(2) 将 左 式 按 第 1 列 拆 开 得 
ar ay+be us+ 妇 dy+ bz az+br 
左 式 =juy art+phr ar+b+|boz ac+pr ar+ 加 |=aDi+bD,， 
ax dr+Av ay+bzx 办 ur+by ay+bz 
T ay+bz dz+pbr 六 Qy+bz z 
其 中 D, =|y az+pr ar+pby 一。 y az+pbr 工 
xx ar+pbv ay+bz z dr+by y 
至 闻 - 量 
cp 
全 本 村 证 二 和 
昌 - , 奸 : 膛 
y ay+pbz az+r 3 Qz 十 br 
D:, =|z> azr+pr ar+py bz ar+by 
Tar+by ay+bz 工 ay+ bz 
JJ 和 工 了 
oo-ac ， cc， 
| 
9 z  y 
并 yz 
于 是 D=aDi+bD:=(o+ 电 )|>y > z|= 右 式 . 
z= 六 y 
a 2a+l 2a+3 2a+5 
思 20+1 20+3 20+5 
6 2c+1 2c+3 2c+5 
刀 2d+l 2d+3 2d+5 
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| 2oe+l 2 2 
co | 20+1 2 2 
一 一 | ， | =0 ( 因 有 两 列 相同 ); 
:|e 2c+l1 2 2 
| 2d+L 2 2 
| 1 1 1 
nr-usr |0 6-a 去 二 海 da 
(4) 左 式 
nres |0 6-aj ec-ral) dd-a) 
0 (aa) cc-a) (人 -oa) 
| 1 1 1 
-一 技 " 民 开 3 1 、 
AR (4)( add-a) ) < 地 
太 (O+a)c(c+a)d(d+dw) 
1 
m 一 0(6+a)ry 
(CC 0 c-pb d-b 
0 二 了 
0 dd- 
=(o -al(c-a(d-oa)| 
这 了 








其 中 :r=c(c+a)-(x)(O+a)=c(ct+ac- 刀 -ab)=c(a+b+c)(c-D); 
y=d(d+ta)-pbd(ot+a)=d(a+pb+d)(d 一 0). 
cb d-b 1 1 
并 y c(a+p+c) | 
=(c-pb)(d-bo)[d(ae+bp+d)-c(a+pb+c)] 
=(c-b)(d-poLd-c)a+bo+ 呈 一 
=(c-b)(d-p)(d-c)(a+p+c+d)， 
因此 , 左 式 =(0-a)(c-a)(d-a)c-bo(d-po)(d-c)a+o+c+d)= 右 式 . 
(5) 证 一 ，” 递 推 法 . 按 第 1 列 展开 ,以 建立 递 推 公式 ， 
-1 
z -1 0 
了 DaD.+(-1D7 as 


故 








=(c-b)(d-b) 





关 
=xzD.+(-1TD2raao=zD,+ao- 
又 ,归纳 基础 为 :D, = ec。( 注 意 不 是 z) ,于 是 
D, =zD.+awn 


=z(zD, +ai)+ao 
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=zD。 ,+or+an 


4 
= Di+as ze TITtTae 
=as+air+asr2 十 十 du 


证 二 按 最 后 一 行 展开 得 





妆 CDroaeaa 
名 


、\ 1 了 下 有 
= az = 人 十 国定 十 aa 二 二 


7. 设 ， 阶 行列 起 =det(a, ) ,把 D 上 下 翻转 .或 逆 时 针 旋 转 90”、 或 依 副 
对 角 线 翻转 ,依次 得 


GE 





了 Di ,D; = 

















可 au ”an 


证 明 D, = D; =(- TD D,D,=D. 

证 (1) 先 计 算 D, ,为 此 通过 交换 行将 D, 变换 成 吕 ,从 而 找 出 D, 与 D 
的 关系 . 

D, 的 最 后 一 行 是 D 的 第 1 行 ,把 它 依次 与 前 面 的 行 交换 ,直至 换 到 第 1 
行 , 共 进 行 - 1 次 交换 ;这 时 最 后 一 行 是 D 的 第 2 行 ,把 它 依次 与 前 面 的 行 交 
换 , 直 至 换 到 第 2 行 , 共 进 行 上，- 2 次 交换 ;……, 直 至 最 后 一 行 是 卫 的 第 -1 
行 ,再 通过 一 次 交换 将 它 换 到 第 ” -1 行 ,这 样 就 把 D, 变换 成 , 共 进行 


CD+O-2++1= 二 nn-D 


次 交换 , 故 D, =(- Ti D- 
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注 1 上 述 交 换行 列 式 的 行 ( 列 ) 的 方法 ,在 解 题 时 ,经 常用 到 . 它 的 特点 是 
在 把 最 后 一 行 换 到 某 一 行 的 同时 ,保持 其 余 - 1 个 行 之 间 原 有 的 先后 次 序 (但 
行 的 序号 可 能 改变 ).2* 同 理 把 D 左右 翻转 所 得 行列 式 为 (- 1 7， D. 

(2) 计算 D, .注意 到 D, 的 第 1,2,…,w 行 恰好 依次 是 疡 的 第 mm -1,…， 
1 列 , 故 若 把 D, 上 下 翻转 得 万 ,, 则 万 , 的 第 1,2,…,” 行 依次 是 D 的 第 1， 
2,…, 光 列 , 即 万 ,= DT7. 于 是 由 (1 

D;,=(-DUieoe 万 ,=( -Du5DI=( -Di0D. 

(3) 计算 D, .注意 到 若 把 D, 逆 时 针 旋转 90" 得 万 , 则 万 , 的 第 1,2,…, 
列 恰好 是 的 第 mw, -1.….1 列 ,于 是 再 把 万 , 左右 翻转 就 得 到 D. 由 (1) 之 注 
及 (2) ,有 


D,=(-Di 姑 万 ,= D. 

注 本 例 的 结论 值得 记 取 , 即 对 行列 式 D 作 转 置 . 依 副 对 角 线 翻转 .旋转 
180"* 所 得 行列 式 不 变 ; 作 上 下 翻转 ,左右 翻转 . 道 ( 顺 ) 时 针 旋转 90" 所 得 行列 式 为 
(Dieeap， 

8. 计算 下 列 各 行列 式 ( D, 为 & 阶 行列 式 ) : 














包 1 
(D D,= | ,其 中 对 朋 线 上 元 素 都 是 @, 未 写 出 的 元 素 帮 是 0i 
Q | 
(2) D, = Se 
Q 途 六 民 
oo 
人 
(3) D,，= : | 
1 3 1 
提示 :利用 范 德 绽 德行 列 式 的 结果 . 
av 
区 
下 入 
(9) D:= 区 ,其 中 未 写 出 的 元 素 都 是 0 
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(5) D, = det(ai ) ,其 中 av=1i- 咱 ; 
1+ ai 1 … | 


1 1l+a … 1 


(6) D, = ,其 中 ataz…a, 天 0. 





1 1 1+aw 


(1) 解 一 ”把 D, 按 第 一 行 展 开 得 

















0 a | 
D. =at+(-D? 
Q 
上 0 
按 第 一 列 ”， ar sa 
+( 一 = 
4 《二 二 Q 让 
解 二 
a 0 1 
Qa 1 
二 Q 
1 a 
re 罗 
卫 ， 忆 Q 
Q 
0 na 0 “ 
由 例 10 1 _ 
Le Se 
1 a 
Q 








(2) 本 题 中 D, 是 教材 例 8 中 行列 式 的 一 般 形式 , 它 是 一 个 非常 有 用 的 行列 
式 , 在 以 后 各 章 中 有 不 少 应 用 . 
解 ”利用 各 列 的 元 素 之 和 相同 ,提取 公 因 式 . 





y 十 《 一 1)a 二 (一 1)2 “人 二 直 I 
D. 呈 全 
Q QQ 区 
| 了 1 


=[z+(n-lal| 
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caci 一 Q 


[rz+(a-li)a] 





主 一 人 
=(r-a) [rz+(n-l)al]. 
(3) 解 ”把 所 给 行列 式 上 下 翻转 , 即 为 范 德 蒙 德行 列 式 , 若 再 将 它 左右 翻 
转 , 由 于 上 下 翻转 与 左右 翻转 所 用 交换 次 数 相等 , 故 行列 式 经 上 下 翻转 再 左右 翻 
转 (相当 于 转 180" ,参看 题 7) 其 值 不 变 . 于 是 按 范 德 蒙 德行 列 式 的 结果 ,可 得 


1 1 引 二 下 
QQ 一刀 @ 一 下 十 上 “5 

D,， = RS 
《汪汪 全 本 二 本 了 





(4) 解 ”本 题 与 例 11 相仿 ,解法 也 大 致 相同 ,用 递 推 法 . 


av :0 
D, -2 | | La 1D， 
caveca et 本 和 
0 六 sn 
即 有 递 推 公式 


D:= (asd 一 bco) Da- 


另 一 方面 ,归纳 基础 为 D; = 





久 
呈 =aidi -bcl, 利 用 这 些 结果 , 递 推 得 


Di = (ad, - bc,)…(ardi - boci) = 二 
和 1 
(5) 解 
0 1 汪汪 | ee 
1 0 汞 -和 - 1L=-1… -1 -1 
D=|2 1 0 7 一 3 加 苹 - =-I 
2 
mn-l1n-2nw-3… 0 om 1 
2 -1 22-3 2-1 
0 -2 -2 -1 
CT 二 cm 
0 0 -2 =-11=(-DO DA 
Ca 二 cm 本 本 
0 0 | 


[本 
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(6) 解 将 原 行列 式 化 为 上 三 
第 1 行 ,得 与 例 1.3 相仿 的 行列 式 


ai+al 1 


角形 行列 式 .为 此 ,从 第 2 行 起 ,各 行 均 减 去 





9 设 D=| | ,pp 的 (元 的 代数 余子 起 记 作 A，, 求 


1 -5 3 -3 
AN +3Aum -243+24A:. 

解 与 例 13 相仿 ,A +3Au -2As+2Au 等 于 用 1,3, -2,2 替换 DD 的 第 
3 行 对 应 元 素 所 得 行列 式 , 即 








了 二 
和 3 | 
Anw+3An -2hAo+2hx=| | 3 | 一人 | 3 1 
1 1-5 3 0 
TSd'] 
armn|-2 2 20 Ca |， 和 有 
1 3 -2 0| 按 c 展开 1 3 
1 -5 30 
1 CC 
一 | 4 -1 二 | 4 -1 
让 080 最 5 
=24. 
10. 用 克拉 默 法 则 解 下 列 方程 组 : 
2 十 十 了 十 二 3 Sz+6z2 =1， 
人 jnmrmtr4r= -2 jmsntbr 0， 





2z 一 3xy 一 一 32 一 2， Tz+Szi+6z=0， 


3zi+xzrz+2rs+llzi=0; Ta+Szi= 工 . 
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1 1 1 11 1 1 1 
1 2-1 4| -lo 1 -2 3 
解 (D) D = -一 
2 -3 -1 -5| 220 -5 -3 -7 
3 
下 计 记 
ntsx 0 1 -2 3 4-13 8| 
| 呈 1- -02; 
mnt2r 0 0 -13 8 0 1|| -5 14 
32 
-22 
9 
1 1 夫 “外 
4| -lo -7 -2 3 
-5| =-2 |0 -12 -3 - 
io -5 -1 8 引 ， 
3| ，， 23 0 -13 
-7| 一 -一 -| 33 0 -31 
六 一 3r3 
8 -15 -1 8 
-13 
= -284; 
-31 
人 1 1 Se 
站 -2 4| -lo 1 -7 
” | -3 -2 -5| --2m |0 -5 本 2 入 7 
3 0 
1 1 | 
01 -7 3 |， 中 | 引 
= ， = -426; 
00 -47 8| lo 11-29 14 
0 0 -29 14 


行 列 式 


第 一 章 
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浊 
一 拉 
-15 


1 2 
天 和 六 
LA 


ms-3ri 


一 一 上 
1 


1 
2 
13 


D， 


142， 


:4 
-29 


0 


+5ra 


= 


你 有 
0 


+ 2rs 


-5 -29| 


0 


由 克拉 默 法 则 ,得 





上 忆 own 
GIQ em 一 
ee 
1 
-= 己 
同一 
站 局 忆 
QQ wm 一 
上 
-一 一 
8 
人 mn 
CN 
上 而 
志 吐 
握 旧 忆 
上 嵌 所 
3 忆 Eewme 
1 eewm 一 卫 
SG oo wm -= 
上 
-nm 一 晤 旺 
本 
症 
[] 
S 








5 6|=114， 


1 


=325-114=211; 


于 是 D 


6 0 0 


1 


6 


1 


0 5 6 0| 按 -, 展 开 


5 6|-|5 6 0 


由 (* ) 式 


1 


-|035 6|+|l1 .60 


1 0 6 0| 按 c: 展 开 
00356 


也::= 


=161， 


-19+180 





| 











| 
| | 1 5 0| 6 
1 3 0 0| 接 心 展开 
全 一 0 1 6| 一 5 
0 106| | | 
| 0 0 5 
0015| 
=5-114= -109; 
上 5 6 0 1| 
| |156| 560 
1 5 6 0| 接 c 展 开 
已 -| 一 一 一 一 -|0 1 5|+|1 56 
0150 | 
| 001Il 015 
lo 011 
由 (= ) 臣 
65=64. 
由 克拉 默 法 则 ,得 
_D__ 1  _-D_ 1  _-D 109  _-D 64 





1 
211. 问 ,Ap 取 何 值 时 , 齐 次 线性 方程 组 
Mri+x+zs=0， 
ri+ Jery+rs=0， 


xi+2Hurs+xri=0 


有 非 零 解 ? 
解 由 定理 $ ,此 时 方程 组 的 系数 行列 式 必 须 为 0. 
轴 ) 于 和 和 1 1 
因 D=|l1 1 二 一 | ww 1 =-x0-0， 
1 2x 4 0 7 0 








故 只 有 当 m=0 或 =1 时 ,方程 组 才 可 能 有 非 零 解 . 
当 &=0, 原 方程 组 成 为 


Mri+zz+zs=0， 





zi+xzi=0， 
显然 zi = 1,zs=1- hr;= -1 是 它 的 一 个 非 零 解 ， 
当 = 1, 原 方程 组 成 为 
ZI+xz+zs=0， 
二 +prz+zs=0， 
Ti+2Hrz+zs=0， 
显然 ,r, = -1.zs=0,zy=1 是 它 的 一 个 非 零 解 . 
因此 , 当 w=0 或 = 1 时 ,方程 组 有 非 零 解 . 


注 定理 5( 或 定理 5 ) 仅 表明 齐 次 线性 方程 组 要 有 非 零 解 , 它 的 系数 行列 
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式 必 为 零 .至 于 这 条 件 是 否 充分 将 在 第 三 章 中 子 以 解决 ,目前 还 是 应 验证 它 有 非 
零 解 .下 题 也 是 同样 情形 . 

12. 问 》 取 何 值 时 . 齐 次 线性 方程 组 




















{C1- ne- 27:+ 4rs=0， 
1 27441(3 一 7:+ rs=0， 
2 ra+(1-A)rs=0 
有 非 零 解 ? 
解 ” 若 方程 组 有 非 零 解 ,由 定理 3; , 它 的 系数 行列 式 D= 0. 
人 二 让 
因 D=| 2 3- 1 | 一 一 -| 2 3-) 
1 1 | 人 =- 4 | 
1 TV 天 ] 
rm-2rt 
一 全 一 一 -| 1-， 24-1 
(Am 
和 
可 | 22-1 |ete -4 
-3+A 4-(1- AM 3 


1 
: -1 
故 D=0=>=0 或 =2 或 =3, 并 且 不 难 验证 : 

当 =0 时 ,zi=-2,r:=l,ri=1; 当 =2 时 ,zi= -2,zri=3,ris=1; 当 
A=3 时 ,ri= -1,zr:=s,zy=2 均 是 该 方程 组 的 非 零 解 .所 以 当 )=0,2,3 时 
方程 组 有 非 零 解 . 





1 一 人 | 
20-3| 1 | 二 2 人 3 





习题 1( 附 答案 和 提示 ) 


1.1 计算 行列 式 
1823 823 23 
_ |1549 549 49 
2 | ioy 6oy 67 
1986 986 86 


避 emw 


1.2 计算 四 阶 行 列 式 


刘 1 下 
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1.3 求 满足 下 列 方程 的 实数 r,v,z: 


1 rr y = 





| 
| 100-， 
0 1 0 
发 0 0 1 
1.4 计算 ， 阶 行列 式 
| an 1 
16 wa 
D, = (未 标明 元 素 均 为 零 ) . 
1 
思 as 


1.5 计算 " 阶 行列 式 








aa and 14+o 

1.6 已 知 多 项 式 
: 2 
2 了 5 


求 /(zr) 的 最 高 次 项 . 


答案 和 提示 


1.1 -4x107 
1.2 了 = 吧 妇 、 
1.3 提示 :将 D 按 第 一 行 展开 ,得 rz + Y + = =0, 解 得 


1.4 了 D,=aoaios + 有 age 二 + 


1.5 1+ 立 
全 
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第 二 理 
和 矩阵 及 其 运算 


基本 要 求 


1. 理解 垂 阵 的 概念 .知道 零 矩 阵 .对 角 和 玫 阵 .单位 矩阵 .对 称 矩 阵 等 特殊 的 
和 抢 阵 . 

2. 熟练 掌握 生 阵 的 线性 运算 ( 即 矩阵 的 加 法 及 矩阵 与 数 的 乘法 ) ,矩阵 与 矩 
阵 的 乘法 ,矩阵 的 转 置 方 阵 的 行列 式 以 及 它们 的 运算 规律 

3. 理解 可 逆 矩 阵 的 概念 ,性 质 以 及 矩阵 可 逆 的 充 要 条 件 . 理解 伴随 矩阵 的 
概念 和 性 质 , 会 用 伴随 矩阵 求 和 矩阵 的 逆 阵 . 

4. 知道 分 块 矩 阵 及 其 运算 规律 . 典 悉 矩阵 的 行 向 重组 和 列 向 量 组 ， 


内 容 提 要 


1. 矩阵 的 定义 与 记号 

mxi 矩阵 , 记 作 4 或 4。.,. 和 矩阵 的 第 ;i 行 .第 ) 列 元 素 称 为 该 矩阵 的 
(元 ;以 为 (i 元 的 矩阵 记 作 (a, ) 或 Ca, )。，. 

7 阶 和 矩阵 (或 称 ” 阶 方 阵 ) , 记 作 4 或 4,. 列 矩阵 (或 称 列 向 量 ) ,常用 a,a， 
x 表示 ; 行 矩阵 (或 称 行 向 量 ) ,常用 ar ,ae ,x" 表示 . 

零 矩阵 , 记 作 O 或 O。. ,. 对 角 阵 ,也 记 作 diag(A,,):，…,),). 单 位 阵 , 记 作 
巨 或 已 ，. 

如 同 教 材 的 约定 一 样 , 本 书 中 的 矩阵 除 特别 说 明 者 外 ,都 指 实 矩 阵 , 即 矩阵 
的 元 素 都 是 实数 . 

设 4A=(o),B=(b) 是 两 个 mx 和 矩阵 ,如 果 

= 包 =12 和 2 

那么 称 和 矩阵 4 与 如 相等 , 记 作 4 = 妥 . 

2. 拢 阵 的 运算 及 运算 规律 


内 容 提 要 29 


(1) 托 阵 的 加 法 满足 : 

(i) A++ 吾 = 吾 +4; 

(il)(4+B)+C=4+(B+C). 

(2) 数 乘 矩阵 满足 (其 中 ,rwE ): 

(D MCA)=(M)A: 

(iD) (AM+1)4A=)4+14; 

(ii) X(4+B)=AA+AB. 

(3) 矩阵 与 矩阵 相 乘 满足 ( 设 运算 都 是 可 行 的 ): 

(D) (4B)C=4(BC); 

(iD 4A(B+C)=4B+AC.(4+BIC=4C+BC; 

(iii) (MA)B=A(CMB)=A(4AB). 

和 拢 阵 的 乘法 不 满足 交换 律 . 若 方 阵 4 与 吾 满 足 4B = B4 , 则 称 方 阵 4 与 B 
是 可 交换 的 . 

当 4B=O 时 ,4 与 B 可 以 都 不 是 零 矩 阵 . 

(4) 和 矩阵 的 转 置 满足 : 

(iD (47)7=4; 

(iD (4+B)7=4T+B 

(ii) (4 = 4T; 

(iv) (4B) = 有 47. 

若 方 阵 4 满足 4 = 4 , 则 称 4 为 对 称 阵 . 4 = (w, ), 为 对 称 阵 的 充 要 条 件 
是 wy =ar(ij=1,27). 

(5) 方 阵 的 宪 4 和 方 阵 的 多 项 式 . 

设 p(A)=ao+ah+…+aoh” 为 的 几 次 多 项 式 , 记 

9(4)=aoE+ai4+…+ask”， 

9(A) 称 为 方 阵 4 的 六 次 多 项 式 . 

方 阵 的 寡 和 多 项 式 满足 : 

(人 44 =4 (4 4(LEZ); 

(iD 设 w(4),H(4) 是 4 的 两 个 多 项 式 , 则 wp(4)7(4)=F4A)p(4). 

因此 , 方 阵 的 多 项 式 可 以 像 数 的 多 项 式 一 样 分 解 因 式 . 

(6) 方 阵 的 行列 式 满足 : 

(iD 1471=141; 

(ii 44.1= 14。1; 

(ii) 14AB1=1411B1. 

3. 道 矩 阵 








30 


第 二 章 怎 阵 及 其 运算 


(1) 定义 对 于 方 阵 4 芒 有 方 阵 吕 使 
48B= B4= 巨 ， 
则 称 和 矩阵 4 是 可 道 的 ,B 称 为 4 的 道 阵 ,并 记 为 有 = 4 ，. 
(2) 方 阵 4 可 道人 141 天 0 
吕 存 在 方 阵 如 ,使 4 有 8 一 巨 
殷 存 在 方 阵 下 ,使 84 = 正 . 
(3) 逆 阵 的 性 质 
(车 4 可 逆 , 则 4 “也 可 逆 , 且 (4 0) =4; 
(ii 若 4 可 着, 则 4 也 可 着 ,有 (4 )》 =(4 一) 
(ii 车 4 可逆 ,地 0, 则 4A 也 可 道 ,由 (4A) = 二 AT 
(iv) 车 4,B 均 可 道 ., 则 4B 也 可 道 , 卓 (4B)…= 虽 4 7. 
(4) 伴随 矩阵 
方 阵 4 的 伴随 阵 4 定义 为 
4 =(A)). 
其 中 A, 是 行列 式 141 中 (i, 力 元 的 代数 余子 式 . 
伴随 阵 具 有 下 述 性 质 : 
(iD 44 =4 4=141E; 
(ii) 若 141 天 0, 则 4 “= 3 ,4 =1414 一 . 


141 

4. 分 块 矩 阵 

用 一 些 横 线 和 竖 线 把 矩阵 分 成 若干 小 块 ,这 种 “操作 " 称 为 对 矩阵 进行 分 块 ， 
和 阵 分 块 后 ,以 子 块 为 元 素 的 形式 上 的 矩阵 称 为 分 块 矩阵 ,分 块 矩阵 在 运算 时 ， 
可 以 把 每 个 小 块 看 做 “ 数 " 来 运算 

利用 把 矩阵 按 列 ( 行 ) 分 块 ,建立 起 矩阵 与 列 ( 行 ) 向 量 组 的 对 应 .这 是 第 四 章 
中 讨论 问题 的 基本 方法 . 

5. 克拉 默 法 则 用 矩阵 语言 叙述 为 : 

若 方 阵 4 的 行列 式 |4 1 天 0, 则 方程 hr = 有 惟一 解 


x= -AD ( 即 z= AD). 
141 
其 中 4 为 4 的 伴随 阵 


学 习 要 点 


和 矩阵 是 本 课程 研究 的 主要 对 象 ,也 是 本 课程 讨论 问题 的 主要 工具 .因此 ,本 
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应 切实 掌握 .矩阵 的 线性 运算 ( 即 矩 
阵 的 加 法 和 数 乘 ) 是 容易 掌握 的 .需要 重 注 的 是 矩阵 乘法 和 逆 阵 的 概念 .第 
阵 乘法 除 需 熟练 掌握 外 ,还 需 理解 它 不 满足 交换 律 及 消去 律 ,明了 由 此 特性 带 来 
的 不 同 于 实数 乘法 的 运算 规则 .要 理解 道 答 阵 的 概念 ,熟悉 矩阵 可 逆 的 条 件 , 知 
道 伴随 矩阵 的 性 质 及 利用 伴随 算 阵 求 逆 和 矩阵 的 公式 . 知道 分 块 窍 阵 的 概念 ,着重 
了 解 按 列 分 块 邱 阵 和 按 行 分 块 矩 阵 的 运算 规则 ,对 于 利用 分 块 法 简化 矩阵 运算 
的 技巧 ,不 必 追 求 . 





释疑 解难 


间 2.1 和 拖 阵 运算 与 我 们 熟悉 的 实数 运算 的 本 质 区 别 是 什么 ? 

答 两 者 的 一 些 本 质 区 别 在 于 : 

(1) 实数 乘法 是 可 交换 的 ,而 矩阵 乘法 是 不 满足 交换 律 的 ,这 表现 在 : 若 矩 
阵 4 与 B 可 乘 , 但 B 与 4 未 必 可 乘 :4。,B,， .为 几 阶 阵 , BA。 ,为 半 阶 
和 矩阵, 当 六 天 时 4B 天 BA; 即 使 4 ,有 B 均 为 阶 方 阵 ,4B 也 未 必 等 于 B4 . 例 


如 
了 4 。 2 人吉 





4 
4B=O, 而 84 5 (2.1) 


正 缘 于 此 ,和 矩阵 的 乘法 就 有 B 左 乘 4( 即 B4 ) 与 B 右 乘 4( 即 4B) 之 分 . 

(2) 由 (2.1) 式 可 知 ,即使 4 和 关 0,B 夫 0O, 但 它们 的 乘积 4B 也 仍 可 能 是 堆 
矩阵 .这 种 情况 在 实数 运算 中 是 不 可 能 发 生 的 .因为 若 有 ab =0.a,2ER , 则 “， 
中 至 少 有 一 个 数 是 零 . 

(3) 在 实数 运算 中 , 若 有 方程 ur =0 有 昌 a 夭 0, 则 它 必 有 惟一 解 x=0; 等 价 
地 , 若 有 方程 urz = ay 且 w 夫 0, 则 有 工 = y, 即 o 可 从 方程 两 边 消去 ,这 种 运算 规 
律 称 为 消去 律 . (2.1) 式 表明 , 若 矩 阵 A,X 满足 hAX = O. 且 4 关 O, 并 不 能 得 出 
X= 0; 等 价 地 , 若 有 矩阵 方程 4AX = 4Y, 且 4 和 0O, 并 不 能 把 4 从 方程 两 边 消 
去 ,得 出 X = Y. 进 一 步 , 按 克拉 默 法 则 , 若 4 为 方 阵 上 且 14 1 天 0, 则 由 4X= 0O， 
可 得 出 X = O. 这 表明 矩阵 乘法 消去 律 成 立 的 条 件 与 实数 乘法 也 不 一 样 . 教 材 在 
第 三 章 中 给 出 了 ( 当 4 不 一 定 是 方 阵 时 ) 由 4AXK = O 可 推出 X = O 的 充 要 条 件 
是 4 为 列 满 秩 矩 阵 . 

间 2.2 设 4 是 ， 阶 矩阵 (2), 下 列 等 式 是 否 正确 ? 为 什么 ? 

(1) ka1=1II41; (2) (4) ”=k4 (天 0). 
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答 (1) 不 正确 .由 方 阵 的 行列 式 的 性 质 知道 |t4a1= 台 141. 
(2) 不 正确 .因由 伴随 矩阵 的 定义 
(AA) 的 (7 站 元 一 和 矩阵 A4 中 (元 的 代数 余子 式 


| kan 2 如 二 ol 
本 
| 
| : 
上 夫 河 “ 尖 对 ; 
= 人 -1A,， 
所 以 (kh4) = 全 4 


问 2.3 4 的 伴随 矩阵 4 有些 什么 重要 的 性 质 ? 
答 (1) 基本 性 质 4 "4=44 "=141E; 
1 En | 

(2) 当 |41 天 0 时 ,有 4 = 和 T4 (4 ) “= AT4; 

(3) 14 "1=14 和 (这 里 ， 是 方 阵 4 的 阶 数 ,见习 题 25); 

(4) (4 )7=(4) 4 =(4 

问 2.4 称 一 个 行列 式 不 等 于 零 的 方 阵 为 非 奇 异 矩 阵 有 什么 缘由 ? 非 奇异 
矩阵 有 什么 重要 意义 ? 

答 奇异 一 词 由 英语 singular 译 来 , 意 为 异常 的 ,独一无二 的 .如 果 我 们 定 
义 实 数 。 是 可 逆 的 :存在 实数 5, 使 cb(= bu)=1, 那 么 ,所 有 非 零 数 。 均 可 逆 ， 


且 其 逆 为 其 倒数 :ae = 二 :0 是 独一无二 的 不 可 逆 的 实数 ,因而 它 就 显得 奇异 . 
另 一 方面 , 方 阵 4 可 逆 的 充 要 条 件 是 det 4 尖 0. 与 实数 的 情形 对 照 起 来 ,行列 式 
等 于 零 的 矩阵 也 就 显得 奇异 . 


非 奇 异 怎 阵 或 可 逆 抢 阵 是 线性 代数 中 最 重要 和 最 基本 的 概念 之 一 ,在 问 3.7 


中 有 关于 可 逆 矩 阵 性 质 的 概括 .这 里 把 它 与 实数 的 情形 作 一 比较 ,以 加 深 对 它 的 
理解 ; 





实数 集合 R 阶 和 矩阵 集合 M， 

元 素 o 可 逆 全 存在 0, 使 = 如 =1 元 素 4 可 道 扫 存 在 8, 使 AB = BA = 书 
人 wa 天 0 所 det 4 天 0 
所 存在 6, 使 =1 、 全 存在 下 ,使 4B= 已 





如 果 把 实数 1 称 为 R 中 乘法 的 "单位 元 素 ", 把 单位 矩阵 下 称 为 M, 中 乘法 的 “ 单 
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位 元 素 ", 并 把 两 者 对 应 起 来 ;同时 把 六 中 非 奇 异 元 素 “ 夭 0 对 应 于 M, 中 非 奇异 


元 素 4 :det 4 关 0, 则 从 运算 角度 抽象 地 看 ,二 者 是 没有 什么 差别 的 ,( 这 里 M, 表 
示 ， 阶 方 阵 全 体 )- 





正如 实数 方程 ur = 0, 当 a 天 0 时 有 解 “= o 0= 和 一 样 , 非 奇 异 矩阵 的 一 


个 最 直接 的 应 用 就 是 求解 矩阵 方程 AX -县 , 当 4 为 非 奇 异 矩阵 时 , 它 有 解 X = 
4 !B. 另 一 方面 ,也 应 看 到 抢 阵 是 个 数 表 , 远 比 一 个 数 复杂 ,所 以 当 4 为 奇异 
矩阵 时 ,甚至 4 不 是 方 阵 时 , 仍 可 讨论 方程 4AX = 有 的 解 ( 见 第 三 章 ). 

问 2.5 矩阵 与 行列 式 有 什么 区 别 与 联系 ? 

答 ”和 抢 阵 的 记号 ( 数 表 外 加 括号 ) 与 行列 式 记号 ( 数 表 外 加 两 竖 线 ) 很 相像 ， 
但 它们 是 两 个 截然 不 同 的 概念 ,不 要 混淆 ,更 不 要 随意 混用 .矩阵 是 一 个 数 表 ， 汪 
行列 式 则 是 一 个 数 . 另 一 方面 , 方 阵 与 它 的 行列 式 又 是 紧密 相关 的 . 方 阵 确定 
它 的 行列 式 ; 而 行列 式 又 是 方 阵 特性 的 重要 标志 .如 问 2.4 站 人 人 
否 为 0, 把 方 阵 划分 为 奇异 与 非 奇异 两 类 ,这 样 的 分 类 具有 基本 而 深刻 的 意义 ， 
第 三 章 中 将 要 把 方 阵 的 行列 式 这 一 概念 推广 为 矩阵 的 人 阶 子 式 的 概念 ,用 以 揭 
示 出 矩阵 更 深刻 的 特性 . 

问 2.6 和 挎 阵 多 项 式 有 什么 意义 ? 

答 (1) 设 有 zx 的 m 次 多 项 式 

9p(r)=aor +…+aTr+do， 
当 文字 zr 用 ， 阶 矩阵 4 替代 时 ,就 成 为 矩阵 多 项 式 
9p(4)=ansh"+…+alA+ao 杞 ， 
(注意 常数 项 av 被 替代 成 wo 正 . ) 它 满足 : 

(iD 9p(4) 也 是 ， 阶 矩阵 ， 

(iD 设 wp(4) 和 (4A) 为 矩阵 A 的 两 个 多 项 式 ,那么 尽管 矩阵 乘法 不 满足 
交换 律 ,但 (4) 与 %(4) 总 是 可 交换 的 , 即 

9(4)%(4)=%4A)9(4)， 
从 而 熟知 的 普通 多 项 式 的 乘法 规则 和 因 式 分 解 规则 ,对 于 矩阵 多 项 式 也 成 立 , 如 


(4+ 巨 )"= 尼 + 袜 cu 


(2) 就 像 实数 多 项 式 是 最 重要 .最 基本 的 函数 之 那样 ,矩阵 多 项 式 也 是 线 
性 代数 的 重要 而 基本 的 内 容 . 教 材 中 仅 介绍 了 和 矩阵 多 项 式 的 一 种 特殊 的 计算 法 ， 
即 

(D 著 4=diag(A…,), 则 pp(4)=diag(p(A mm 9)); 

(ii) 若 4=PBP…, 则 yp(4)=Pr(B)P…. 

第 五 章 中 将 讨论 如 何 求 对 角 阵 4 和 可 送 阵 己 , 使 4 = P4P- ,从 而 求 得 
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9(4)=Pp(4)P 





例题 剖析 与 增补 
例 4 求 矩 阵 
4 1 01 
有 03 3 
人 10 5 2 0 1| 
La 
的 乘积 4B . 


析 这 是 利用 矩阵 乘法 定义 的 基本 计算 题 .矩阵 乘法 比 数 的 乘法 要 复杂 ,也 
许 要 问 ,为 什么 要 这 样 来 定义 矩阵 乘法 .教材 已 用 线性 变换 等 例子 作 了 说 明 , 这 
里 再 举 一 个 例子 . 如 教材 例 1, 设 矩阵 4 为 某 公司 向 三 个 商店 发 送 四 种 产品 的 
数量 表 

室 调 冰箱 29 彩电 2" 彩电 





甲 商 店 |30 20 50 20 
4A= 乙 商店 | 0 7 10 0 
两 商店 \S0 40 50 50 
拖 阵 B 是 这 四 种 产品 的 售 价 (单位 : 百 元 ) 及 重量 (单位 :千克 ) 的 数 表 
售 价 重量 
空 调 |30 40] 
访 演 箱 |16 30 


29' 彩 电 |22 30| 

25- 彩 电 |18 20 

则 该 公司 向 每 个 商店 发 送 产品 的 总 售 价 及 总 重量 ,用 矩阵 ( 数 表 ) 表 示 恰 好 是 
4B , 即 





售 价 ”重量 
甲 商 店 |2680 3700| 
4B = 乙 商 店 |332 | 
再 商店 14140 5700 
-2 4 2 4 
例 5 求生 阵 A= .=( 3 _ 的 乘积 4B 及 BA 


析 本 例 的 意义 已 超出 单纯 的 计算 ,而 是 表明 :(1) 矩阵 乘法 不 满足 交换 
律 ;(2) 实数 乘法 的 消去 律 不 能 简单 套用 于 矩阵 乘法 , 即 (D) 若 4B8= O, 且 4 矢 
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O ,不 能 推出 B=O:(i) 若 4(X-Y)=O, 且 4 夭 O, 不 能 推出 X=Y( 详 见 问 
2.1). 

例 8 设 列 矩阵 X= (rr ,ro) 满足 NTX=1,E 是 ” 阶 单 位 失 阵 ， 
五 = 巨 -2XX" ,证 明王 是 对 称 阵 . 且 HH7 = 五 . 

析 (1) 当 克 为 关 xl 的 列 矩 阵 时 ,XX7 为 ， 阶 方 阵 ,而 X7X 是 一 阶 方 
阵 ,也 就 是 一 个 数 . 

(2) 因为 矩阵 XX' 与 已 可 交换 ,所 以 

(已 -2XXT) = 下-4XXT+T4(XKT)， 
又 因 矩 阵 乘法 满足 结合 律 ,所 以 
(XX 六 =(XX7)(NXXT)= 时 (XXX)NT=XIXT=XXT， 

易 证 开 是 对 称 阵 ,于 是 得 HH = 8 = 尼 . 

例 9 证 明 44 =4 4=141E. 

析 这 是 方 阵 A 的 伴随 矩阵 4" 的 基本 而 重要 的 性 质 ,应 当 作为 公式 熟练 
掌握 (4 "的 性 质 可 参见 问 2.3) 


例 10 求 二 阶 拭 阵 4= 
析 当 vw-Ac 天 0 时 ， 
Lp 1 ee 
人 
此 式 应 当 作为 公式 熟练 应 用 . 
1 2 3 


例 11 es 2 
3 4 3 


的 送 了 - 


碌 订 浊 


的 道 阵 . 





析 本 例 是 求 三 阶 矩 阵 的 逆 阵 .利用 公式 4 = 让 4 “来 计算 时 ,计算 量 


较 大 , 较 容易 出 错 .本 例 给 出 一 个 “标准 程序 ”, 值 得 仿效 . 注意 它 是 计算 M,， ,而 
不 直接 算 A, ,这 有 助 于 减少 出 错 . 
例 12 设 


4A= 





ID 


1 
2 
3 


求 矩阵 X ,使 其 满足 
4XB=C- 
析 本 例 是 求解 矩阵 方程 ,其 解 为 X=A4”CB…. 注 意 这 里 不 能 写成 X = 
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有 8 CA ,更 不 能 写成 X = ;后 (年 阵 没有 除法 ) 


例 13 必 P= 人 引 .4=(。 中 ap= mA 来 4 


1 4 0 
4 吕 11 

例 14 设 P=| 10 2,4=| :2 ,4P= PA， 
和 = 训 | 过 学 








求 p(4)=4'*+24:-34. 

析 这 两 例 是 关于 方 阵 的 寡 或 多 项 式 的 计算 .它们 的 方法 往往 不 是 直接 计 
算 4 的 寄 或 多 项 式 ,而 是 如 这 两 例 所 介绍 的 方法 : 先 把 4 通过 可 逆 矩 阵 忆 与 对 
角 阵 4 联系 起 来 ， 

4=PAP 一 4 = PA'P 
=>9(4)=Pp(A)P 
上 式 表明 , 当 4=PAP “时 ,4 的 宪 和 多 项 式 可 经 由 对 角 阵 4 的 同一 寡 和 同一 
多 项 式 来 计算 ,而 后 者 的 计算 ,如 教材 所 示 ,是 非常 容易 的 . 
例 17 证 明 矩 阵 4 = O 的 充 要 条 件 是 474 = 0. 
析 由 本 例 可 得 以 下 结果 : 
4 4=0447=064=0. 
此 结果 的 特例 是 : 若 a 为 列 向 量 , 则 
ara=0a=0. 
例 2.1 设 方 阵 4 满足 4:+ 4=4 巨 ,证 明 4 一 巨 可 着, 并 求 其 逆 . 
解 由 (4-E)(4+AE)=42+(-1)4-kE, 取 &=2, 有 
(4-E)(4+25E)=42+4-2E=45-2B5F=2PE， 


于 是 (4-E)[ 到 (4+2)) = 至. 
由 矩阵 可 道 的 充 归 条 件 (定理 2 的 推论 ) , 知 矩阵 4 - 已 可逆, 且 
(4-E)…= 了 于 (4+2B)。 


注 “对 于 类 似 于 本 例 的 问题 ,往往 用 类 似 于 数 的 多 项 式 的 乘法 或 因 式 分 解 ， 
对 和 宛 阵 多 项 式 乘 以 适当 的 因 式 或 作 因 式 分 解 ,利用 定理 2 的 推论 可 以 同时 解决 
逆 阵 的 存在 性 及 表达 式 . 


(1L 01 

例 2.2 设 4= |0 2 0|,n>>2 为 正 整 数 , 求 4" -24…'. 
上 
Lo0Io0 0 

解 因 4:=-|020|020|=2|0 2 0=24, 即 4 满足 4?= 
| 1 0 
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24 ,利用 此 关系 式 得 
4" -24… =4" (4 -24)=4…0=0. 
注 本 例 是 方 阵 求 寡 问题 . 方 阵 求 宪 大 致 有 两 种 方法 .一 是 根据 所 给 矩阵 
4 , 找 出 4 所 满足 的 关系 式 ( 如 本 例 及 下 例 ); 或 通过 具体 计算 4: ,4? 等 等 , 找 出 
求 4 的 赛 的 规律 (习题 8) : 另 一 种 ,也 是 更 主要 的 ,是 如 教材 例 13 和 例 14 所 用 
的 方法 ( 见 例 13 和 例 14 之 析 ). 





例 2.3 已 知 w= 4.2.3)7.8= (1 二. -又 方 了 A= ap8 ,求人 
解 ”由 方 阵 寡 的 定义 有 
4"=(ap )(ap )…(ap ) 
把 上 式 看 做 2， 个 矩阵 的 乘积 ,使 用 结合 律 , 得 






《mw 一 人 个 
注意 到 矩阵 有 rc 是 一 个 1x 1 的 矩阵 ,也 即 是 一 个 数 ,pa = 3, 根 据 矩 阵 数 乘 的 
运算 规则 ,有 


1 1 








于 二 
2 3 
1 
ar-3agr-3 2 f 工 中 = 让 这 
外 3 了 | 
> 3 
3 也 1 


例 2.4 设 4 是， 阶 非 零 方 阵 , 旦 满足 4 ”= 47. 证 明 |41 天 0. 

证 把 题 设 条 件 4 = 4 7 代入 公式 4 "4=14| 五 中 , 即 有 474=141. 
为 证 14| 夫 0, 用 反 证 法 : 若 14|=0, 则 474 = O, 根 据 例 17 的 结论 知 4 为 零 矩 
阵 ,此 与 题 设 4 为 非 零 矩 阵 矛 盾 , 故 14A 1 天 0. 

例 2.5 设 和 矩阵 X 满足 4X4 + BXB = 4XB + BX4 + 巨 , 其 中 矩阵 4- 
1 0 0 人 二 二 
| 1 0 0 1 ,为 3 阶 单 们 阵 , 末 
于 
解 由 题 设 矩 阵 方程 得 


1 
1 1 0j 
4X(4 一 玉 )+BX( 有 -4)= 书 
一 4X(4 一 B)-BX(4 一 玉 )= 巨 
=>(4-B)X(4A-B)= 正 ， (2.2) 
到 坟 二 刘 
0 1 -1| 关 0, 故 4- 下 可 逆 , 且 
0 0 





,器 二 





| 
由 于 14-BI= | 











(4-B) =|0 1 1|. 

oo 

于 是 ,用 (4 - B)“' 左 乘 . 右 乘 (2.2) 式 的 等 号 两 边 ,得 
本 : ?| 
X=(4-B) (4-B) =[(4-B) =|0 1 2|. 
0 0 j 





例 2.6 设 矩 阵 X 满足 
4 X=4 有 +2X， 
1 1 


1 中 
0 =-1 
求 矩 阵 泰 . 
解 因 |41=4, 故 4 =1414 "=44…, 代 信德 阵 方程 得 
44 XXX=4“ 且 +2X 
=>4X=B+24X (用 4 左 乘 上 式 两 边 ) 
一 2(2E -4)X=B. 
1 =-L1 1 
| 
= 二， 证 7 
(2 已 ~- 4)” 左 乘 上 式 等 号 两 边 ,得 
2X=(2E-A4) B 


RE “下 二 二 
二 1 1|,B= 
1 -1 yj 


其 中 4= 








因 2 忆 -4A4= ,用 


oj 








本 -二 
是 可 道 阵 , 且 (2 忆 -4A) = ， 1 
1 0 1 





一 X= 广 (2E-4) “B 














下 -二 全 于 1 2 1 
地 三 汪 光 
= 玫 |0 1 1 11 0|= 吉 |1 jg 

10 0 -1 1 0 








注 本 例 与 上 例 都 是 求解 矩阵 方程 ,因此 必须 注意 在 问 2.1 中 提出 的 几 点 . 
求解 矩阵 方程 ,一般 先 将 方程 化 简 , 然 后 代入 具体 的 元 素 以 求 出 未 知 矩 阵 , 这 样 
可 以 使 步骤 清晰 ,计算 量 减少 . 

例 2.7 设 ci,a:,a:,B ,8: 均 为 4 维 列 向 量 ,行列 式 det(a ,az ,as ,Pi) 
= mvdet(al,a ,有 ,as)=7. 求 det(as aaa,P + 及) 

解 ” 因 所 求 行列 式 的 第 四 列 元 素 均 是 两 个 数 之 和 ,于 是 可 按 第 四 列 拆 成 两 
个 行列 式 : 

det(as ,az ,ai ,Bi + 及)=det(ai,a al,B)+det(asaz ai, 有 2) 
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= -det(a,a:,a:: 有 ,)+det(a as, pas) 
2 
例 2.8 设 4= 忆 -aa .其 中 巨 是 ， 阶 单位 矩阵 ,a 是 ” 维 非 零 列 向 量 ， 
ax 是 e 的 转 置 .证 明 : 
(1) 4:= 4 的 充 要 条 件 是 aa=1; 
(2) 当 ara=1 时 .4 不 是 可 道 矩 阵 - 
证 (1) 先 计 算 43: 
42=( 下 -aa )(E-oaar)=E-2aa' +(aax )(acr) 
= 已 -2aa'+t(a'a)(aa' )=E-oaa' +aa-1l)aa' 
=4+(aa-l)aar. 
(这 时 应 用 下 阵 乘法 的 结合 律 ,并 注意 到 ca 是 一 个 数 . ) 
于 是 42=46(ara-l)aaor=0O2orao-1=02cra=1. 
( 因 wa 天 0, 故 aa 为 非 零 ， 阶 矩阵 .) 
(2) 由 (1) 知 ,此 时 ,42= 4. 反 证 : 若 4 是 可 逆 德 阵 ,用 4 左 乘 42= 4 的 
两 边 ,得 4 = 已 .又 由 题 设 4 = 尼 - aa' ,因而 aa7= O, 此 与 w 为 非 零 向 量 巴 
盾 . 故 4 不 可 道 . 








习题 解答 
1. 计算 下 列 乘积 : 
4 3 呈 | ? 2 
(1 -232 ()(02.3)|2|， (3) 11 (-12)， 
上 了 中 1 3 
上 3 2 
0 忌 
全 人 羽 2 
(4 业 一 


an aa 26311121 

(5) (zi,ravzs)jaa az aa||zaz|. 
2 2 03 3 
| 


4 3 7 35 
解 (lt)|1 -23| |2| =|56 ; 
5 7 0 9 
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31 
人 2) (2.3) 2 =G0 =10; 
加 
{-2 4 
G) |1 Ca0=|-1 刘 ,可 
Re 
他 3 1 
2 140 io -1 3| 6 -7 8 
| -1 3 路 中 3 疼 -5 -让 有 
4 0 -2 
on] 
《和 ) 《二 交大 本 “@ 2 











tan da drsj 


ant+ aza 二 人 | 


汪汪 和) 让 生 赤土 攻 六 交 二 在 玉 文 





actanzataozsj is 
2 二 
az+aazirat+aariry 十 uaz2zi+Qzz +Qa2Z3 二 QT3i 


2 
+ arara+and 





+anxz3 二 2ariz+2aozirs+2a2z27i， 
: 3 


1 1 1 上 2 


2. 设 4=|! 上 安 二 5 生 症 | 1 人 
1 -1 1 0 51 
求 34B-24 及 47B 
解 
人 1 1 1 23| f0 8 
4B8=|1 1 -11-1 -2 4|=|o -5 6 外. 
1L -Lo sj 0 
0 358 1 1 1 
于 是 34B-24 =3|0 -5 6|-2|1 1 了 
2 90 1 -1 1 
(0 14524112 2 2 -2 有 22 
=|0 -15 18 | 2 -2|=|-2 -1 20|; 
6 27 oj | -: 4 29 -2j 





=A4, 即 4 为 对 称 阵 , 故 


习题 解答 了 


0 5 8| 
4TIB=A4B=0 -5 61. 
9 


3. 已 知 师 个 线性 变换 


{zrr=2vt+3， 
世 = -2y +3vs+2vs， 





23=4y+y+5ya， 





sx 到 rs 的 线性 变换 . 





解 ”依次 将 两 个 线性 变换 写成 矩阵 形式 : 
X=4Y.Y=BZ， 














| 2 0 ] | 人 1 0 z1] 
其 中 了 3 2|,B=| 2 0 1| 分 别 为 对 应 的 系数 天 阵 ;X | 吕 
415 |o -43l La 
yi |z， 
Y= | ,2Z= | = <: 到， ,7avrs 的 线性 变换 的 中 
国人 
阵 形式 为 
X=4Y=4(BZ)=(4B)Z= CZ， 
这 里 符 阵 


即 有 


12x, -4z: +9zx 

= 一 10z, -zz+16z;. 
1 2 1 0 

4 六 4 ja 下 闸 

(1) 4B= B4 吗 ? 

(2) (4A+ 有 8) =A4:+24B+ 盏 吗 ? 

(3) (4+B)(4 一 有 B)=42 一 了 2? 吗 ? 


-人 3 人 -人 信人 9E 习 - 
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二 故 4B 夭 B4; 
全 训 ; 


(2) (4+ 太 ) =(4+ 有 8)(4+ 有 下 )=42+4 有 +B4+ 盏 ， 
但 由 (1) ,4B 天 B4 , 故 4B+ BA 天 24B, 从 而 


(4+B) 关 42+248B + 有 8; 
(3) (4+B)(4-B)=42+B4-A4B- 画 ,但 由 (1),4B 天 BA, 故 BA4 一 
4B 尖 O, 从 而 
(4+ 有 8)(4 一 且 ) 产 42 一 及 


5. 举 反 例 说 明 下 列 命题 是 错误 的 : 
( 若 4:=O0, 则 4=0O; 

(2) 若 42=4, 则 4=0 或 4= 正 ; 
(3) 若 4X=4Y, 且 4 天 0O, 则 X=Y. 


) 1 
解 GD 到 4A=|。 


,有 42=0, 但 4 天 0; 
中 有 4 0, 但 4 天 0 


) 
(2) 取 4 = 人 0 各 42=4, 但 4 和 O 且 4 天 已; 


1 0 1 0 1 0 
3) 取 A4= ,= ,=4= ,有 4X= 4Y, 且 4 尖 0， 
1 上 中 ( 站 ( 0 有 有 
但 X 天 Y. 
0 


6. 设 4= 人 


] 这 4 4 


wps 人 全 他 中 


1 代 、 
- 服 可 得 4=(， 


事实 上 , 当 &=1 时 ,(2.3) 式 显然 成 立 ; 
设 当 &= 半 时 ,(2.3) 式 成 立 , 那 么 当 &=m+1 时 ， 


， 1 0VL 0 1 0 
ee 人 用人 
mA 1AA 1 (na+l)A 1 


由 归纳 法 , 知 (2.3) 式 成 立 . 


3 
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和 1 0j 
7. 设 4A=|0 1 1 求人 4 
0 0 AI 
解 把 4 写成 两 个 矩阵 之 和 
| 下 并 I0 1 中 
4=|0 ) 0 四 0 0 
lo 0 较 人 0 人 
[0 1 0| | 0 1 
其 中 三 阶 矩 阵 B=|0 0 1 满足 B2= 0 0 0|,B 一 O(k>3). 
0 0 0| 站 0 0) 
于 是 "一 (A++ 及) 一 (下 +CA 县 + 二 (有 
CE+C 及 +C2 本 
和 | 人 2 
二 | 区， | 荆 机 (nm 之 2). 
[0 0 形 0 | 


8. 设 4,B 为 ， 阶 矩阵 , 且 4 为 对 称 阵 , 证 明 B74B 也 是 对 称 阵 . 
证 ”根据 矩阵 乘积 的 转 置 规则 ,有 
(Br4B) =B'4'(B7)7=B74B( 因 4 为 对 称 阵 )， 
故 由 定义 , 知 B7AB 为 对 称 阵 . 
9. 设 4,B 都 是 ， 阶 对 称 阵 , 证 明 4B 是 对 称 阵 的 充 要 条 件 是 4AB = B4 . 
证 因 47=4,B = 有 8, 故 
4B 为 对 称 阵 一 (4B) = 4B 


避 BT4T7= 4B 二 BA4= 4B. 
10. 求 下 列 矩 阵 的 道 阵 : 





让 公 cosg -sin0 
; 2) ; 
避 6 引 人 二 他 
al 0 
IL 2 -1 
(3) 4 -2|， (4) | (auaamas 天 0). 
术 生 二 
0 av 





解 〈1) 由 二 阶 方 阵 的 求 逆 公 式 (教材 例 10) 得 


ET 由 (2 中 
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SS os sir 
0) 人 in 时 了 T | cos 8 | 


sing ecos0 cosg+sim 改 -sinb cosb 


ecos0 sin 
人 sin 0 cos 人 





1 人 
(3) 因 |4a1=|3 4 -2|=2z0 故 和 可 逆 ,并 且 
5 -4 1 





(4) 因 ae as 天 0, 故 o 天 0 


diag( 二 ,二 ) 是 有 意义 的 ,并 且 因 


Qt aa 


AB -- diag(al ,aayvas)diag( 


al aa 


= diag(1,1,… ,1)= 史 。， 
由 定理 1 的 推论 , 知 A 可 间 , 且 4…=B= diag| 二 ,二 ,二 


注 本 题 结 论 值得 记 取 , 可 当 作 公 式 用 . 
11. 解 下 列 矩阵 方程 : 


的 尼 二 5 
1 让 2 
攻 直 四 ( 出 
| 交 
2 本 








| 二 风 二 人生 让 
| 


0 1 9| 从 淮 则 11 卫 31 
(4) |1 0 olxl0 0 1=|2 0 -1 
ooljllolroll -> o 
7 和 ， 
解 0 内 和 阵 |， ] 的 行列 起 = 上 不 为 零 , 故 它 可 遂 , 从 而 用 它 的 道生 阵 


左 乘 方 程 两 边 ,得 . 


二 


(2) 记 卸 阵 方程 为 X4,.;= B:，，, 因 

















|2 1 了 | Il3 00 
det4a=|2 1 "| 一 一 |: 1 0| =3 尖 0， 
全 ssE | -11 
故 4 可逆, 用 4“ 右 乘 方程 的 两 边 得 
X=B4 '. 
义 ， 
| MI -AM MI 下 < 
AL 记 4 “而 |- 瑟 M。 -Ma|= 了 | -2 3 -2|. 
M。，-M:， Mo| -3 3 0 
0 tt 
于 是 X = BA (4 -2 3 -2 
-3 3 0 
6631- 2 和 
3 了-8 15 -上 -5 和 





] = (让 ce= 人 网 天 村 可 本 
4XB = C 
央 141=6 夫 0,.1B1=2 天 0, 故 4,B 均 可 道 .依次 用 4- 和 B-' 左 乘 和 右 乘 


方程 两 边 得 
1 
2 


1 
G) 记 4=| ， 
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3 





【有 
I0 1 中 | | 
(4) 本 题 与 (3) 相 仿 . 央 和 矩阵 |! 0 0| 0 0 1 的 行列 式 都 是 1， , 故 
loo0oll lo 0 
均 是 可 道 阵 ,并且 
(0 10 101 gj oo foo0l 
1 0 0| -1 0 oj 0 1 站 0 1， 
0 0 1 上 0 010 0 1 0| 
|0 1 0 “人 和 3|1|1 0 0| 
故 得 X=llool la o-looll 
0o0Uj-z ololo0| 
0 1 0 -4 31 0 0| 
=|1002 0 -en。 1 
ooil-z oa 吕 
010 3 -4112 -1 0 
=|100 |: -1 |-|， 3 -4 
0 











12. 利用 道 矩阵 解 下 列 线性 方程 组 : 
t+t2za+3try=1， | 

(D 42zi+2xra+5ri=2， (2) 12xi- xi-3zri=1， 
本 +Sza + ra= 柄 +2x:-Szy=0: 


解 将 方程 组 写作 怎 阵 形式 





4xr=b， 
这 里 ,4 为 系数 矩阵 ,x = (zi,,zra,z) 为 未 知 数 矩 阵 ,b 为 常数 矩阵 . 
1 2 3| 
(1) 因 141=|2 2 5|=15 天 0, 故 4 可逆 ,于 是 
3 5 1| 








人 
4 = | 2 5| | 
sl 8 



































1 -33 13 41 人 11 ,15 1 
- 昌 13 -8 几 -部 =|0 
4 1 -3 0 0 
即 有 
次 二 本 
T3=0; 
1 -1!1 -1 
(2) 因 141=|2 -1 -3|=3 关 0, 故 4 可 着 ,于 是 
3 
到 中 
x=4"b=|2 -1 -3 1 
注 2 0 
人 =7 2112 5 1 5 
-站 -2 由 | 
7 -5 Uo 9 3 
即 有 


二 和 
=0， 
3 


=2y +2y +y， 


13. 已 知 线性 变换 


Ta=3yi+ya+5y， 

=3yi+2y+3y:. 

求 从 变量 rz ,ra ,zs 到 变量  ,y: ,> 的 线性 变换 . 
解 记 x= (zzrz) ,7=(y yy) , 则 线性 变换 的 矩阵 形式 为 x= 











2 2 1 
4y ,其 中 4 为 它 的 系数 矩阵 . 因 det 4= |3 1 5|=1 天 0, 故 4 是 可 逆 阵 ,于 
35 3 
是 从 变量 zx ,zz,zi 到 变量 y ,y: ,> 的 线性 变换 的 矩阵 形式 为 
了 =A-x. 
-7 -4 9 
又 ,4= 一 4 =4=|6 3 -7|， 
141 
L3 2 -4 
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于 是 
=- 了 -和 才 引证 
=| 6 3 -7| 2 
3 2 -4 

即 





WU = -Te -deaz+g9ri， 
=6r+3ra -Try， 





jw =3et +2rs 一 4ri。 
14. 设 4 为 二 阶 矩 阵 ,! 41= 了 . 求 ;024) -547 
解 因 |141= 二 天 0, 故 汪 可 赣 . 于 是 由 


站 5 站 
人 =1414 -= 琶 及 (24) = 本 4 ， 





得 
(24) -54 = 本 4 -4-= -247， 
两 端 取 行 列 式 得 
1(24)… -54 "1=1-24 ”1=(-2)141 = -16. 
注 先 化 简 和 矩阵 ,再 取 行 列 式 ,往往 使 计算 变 得 简单 . 
0 3 3| 
15. 设 4=| 1 1 0|,4B=A+2B, 求 下. 
-1 2 3j 
解 由 4B=4+2B=>(4-2E)B=4. 
-2 3 3] ， 
因 4-2B=| 1 -1 0|, 它 的 行列 式 det (4 -2E)=2 天 0, 故 它 是 可 道 阵 . 





1 
L-1 2 1 


用 (4 -2ZE) 左 乘 上 式 两 边 得 











-2 3 31 | 3 
83=(4-25E)-4=| 1 -1 0 1 
-1 2 吉 l-23 

人 人 3 引 0 3 | 

= 了 |-11 3I| 1 10 

| 这 [23 


| 90066l 1 03 3 
浊 站 三 记 | | 
= 一 2 4 下 己 一 2 医 
到 | 6l=| -1 3 
站 

16. 设 4A=I0 2 0i .HB+E--42+ 且 . 求 及 
TIT 


解 ”由 方程 48+ 巨 :4 + 且 . 合 并 含有 未 知 矩阵 召 的 项 .得 
(4-E)B:-=4:- 忆 =(4-E)(4+ 克 ). 


起 -了 
义 ,和 -有 = | 1 0| .其 行列 式 dt 人 -下 ) = -0 故人 -上 可 道 .用 
0 0| 
(4 一 天)“ 左 乘 上 式 两 边 , 节 得 
位 站 
有 ArEE=|o 3 0| 
0 2 


17. 设 4=diag(l.-2.1).4 B4-2B4 -8 已, 求 B. 
解 ”由 于 所 给 矩 险 方程 中 含有 4 及 其 伴随 阵 4 ,因此 仍 从 公式 4 人 
14| 尼 着 手 . 为 此 ,用 4 左 乘 所 给 方程 两 边 , 得 
44 BA=24B4 -84， 
又 .441= -一 2 尖 (0, 故 4 是 可 道生 阵 ,用 4 一 右 乘 上 式 两 边 , 得 
141B=248B8-8E=>(24+2F)8B=8SFE 一 (A+ 形 )B -= 4 万 . 
注意 到 4+ 尼 = diag(1.-2,1)4diag(1,1.1)=diag(2.-1.2) 是 可 逆 定 阵 , 月 


(4+ 丐 ) “= ding( 二 -上 了 )， 


于 是 B-=4(4+ 殖 ) =diag(2.-4,2) 
18. 已 知 矩 阵 4 的 伴随 阵 4 = diag(1,1.1.8). 且 4B4 =B4 +3E, 求 


解 先 由 4 米 确 定 141. 由 题 意 知 4 “存在 ,有 4 =1414 ,得 
14 1=140114 411 而 41=8, 故 14!1-2. 再 化 简 所 给 矩阵 方程 
4B4 “= B4…+3 巨 
=>(4-E)B4 =3F 
>(4-E)B=34 
一 (E-4 )B=35. 


| 1 
由 141=2. 知 4 = dingCL LSi= qing( 六 去 本 二 
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1 
远志 


得 (E-4 =dag(2.2.2,- 仿 )， 


1 


已 -4 = ding 人 了 ， 


ml 一 


于 是 B=3(E-4 0 (= 3diag(2.2.2,- 广 } = diag(6.6,6,- 1 


1 1 记 0 2 
解 本题 与 教材 例 13 相仿 . 因 P 4P=A4, 故 4=PAP-. 
于 是 4 = PA"P 


人 
全 


民 1+22 (2 2 
= . 


19. 设 忆 ap=4, 其 hP=|( 员 4=| 人 让 ,未 4 


-1-204 -4-2 -683 -684 
| 1 中 -1 
20. 设 4P=PA,. 其 中 P=|1 0 -2|,4= 
-1 | 5 








求 w(4)=4"(SE-64+42). 

| 1 1 

解 因 IPIl=|1 0 -2 

1 -1 1 

得 4=PAP“, 并 且 记 多 项 式 P(z)=z"(5-6z+z), 有 
yp(A)= PPp(A)P-'. 


= -6 天 0, 故 己 是 可 逆 阵 .于 是 ,由 AP = PA 





因 4 是 三 阶 对 角 阵 , 故 
2(4)=diag(2(-1),p(1),9(5))=diag(12,0,0),， 























1 1 0UI2 
于 是 yp(4)=|1 0 -2 0 [2 
1 -1 1 0 
上 全 0 二 二 7 
--zooll，，，， 
上 和 (人 
1 0 9 3 了 
=-2|100|。， ， > 
oo 员 ，， ,| 





习题 解答 3 


注 , 由 于 8(4) 除 (1,1) 元 外 均 是 0. 故 在 求 已 - 时 ,只 需 计 算 下 的 (1.0D) 元 (2,1) 
元 .(3,1) 元 的 代数 余子 式 Au ,As 和 Aa. 

21. 设 44=O(t 为 正 整 数 ) .证明 忆 - 可逆. 并 时 其 道 托 阵 ( 巨 -4) 
一 有 + 

证 由 ( 尼 -AI(E+ 和 1 和 十 二 和 有 

E-O= 开 . 

由 定理 2 之 推论 知已 - 4 可 道 , 上 且 其 递 是 阵 ( 妃 - 4A) 一 殖 +4 二 十 帮 

注 “判断 年 阵 B 是 杏 为 4 的 逆 垂 阵 . 最 直接 .最 简单 的 方法 就 是 验证 AB 


(或 者 B4 ) 是 否 等 于 单位 矩阵 .就 像 判 断 3 是 否 为 和 的 道 只 需 验证 症 x3 是 否 等 


于 1 一样. 下 一 题 及 例 2.1 都 是 这 一 思想 的 点 用 . 
22. 设 方 阵 4 满足 


4 


帮 一 由 二 2 再 二 全 (2.4) 
证 明 4 及 4+2 巨 都 可 道 ,并 求 4 “及 (4A+2E) 
解 先 证 4 可逆 .由 (2.4) 式 得 
4(4 -下 )=2F， 
也 就 是 


4 人 到 (4- 呈 ) = 下 
由 定理 2 之 推论 知 A 是 可 逆 的 , 且 4 = 二 (4 一 已 ); 
再 证 4 + 2 忆 可 逆 . 用 例 2.1 的 解法 ,由 
(4+2FE)(4-3F)=42 -4-6=2-6E= -4 已 ， 
1 3 
即 (4+2)[ 放 (3B-A)] = 下 
同 理 , 知 A+ 2 已 可 赣 , 昌 (4+2E) = 二 (3 巨 - 4)， 


23. 设 和 矩阵 4 可 逆 . 证 明 其 伴随 阵 4 也 可 道 , 且 (4 ) =(4 ) . 
证 因 44 =141 巨 及 141 夫 0,. 由 定理 2 的 推论 知 4 可逆. 且 
5 
(4 ) 1T4， 
另 一 方面 , 因 4 (4 ') =14 “1E 
用 4 左 乘 此 式 两 边 得 





短 话 及 其 运算 





上 
《本 


14 
比较 上 上面 两 个 式 子 , 即 知 结论 成 立 
24. 设 ， 阶 矩阵 4 的 伴随 阵 为 汪 ,证 明 : 
(b 若 141-=0. 则 4 =0; 
(2) 14 7 1: 14 全 
证 (1) 因 
4 4=141E， (2.5) 


当 |141=0 时 .上 式 成 为 4 4=0O. 
证 14 1=0, 用 反 证 法 : 设 147 1 关 0, 由 抵 阵 可 逆 的 充 要 条 件 知 ,4 是 可 
道 矩阵 ,用 (4 ) 一 左 乘 上 上 式 等 号 两 加 ,得 4 = O. 于 是 推 得 4 的 所 有 " 一 1 阶 子 
式 , 亦 即 4 "的 所 有 元 素 均 为 零 . 这 导致 4 = 0. 此 与 4 "为 可 道 矩 阵 矛盾 .这 
一 矛盾 说 明 , 当 |41=0 时 ,14 1=0. 

(2) 分 两 种 情形 : 

情形 1:141=0. 由 (1) ,14 1=0=141" ,结论 成 立 ; 

情形 2:141! 关 0. 在 (2.5) 式 的 两 边 取 行 列 式 ,得 

44 114:=14 41=1141B.1=141. 

于 是 14 1=141 

注 “本题 (2) 的 结果 值得 记 取 . 





1 
| 
I0 10 10 1 2 
25. 计算 | 
0 站 20 = 3 
上 上 
0003i00 0 -3 


解 “与 教材 例 15 相同 ,本题 练 习 分 块 矩 阵 乘法 . 记 


人 





琶 (人 
(全 
-3 
人 





故 
民 渤 要 2 巡 栖 
| 
01 2 -4| 
原 式 = | | 
En oo -4 3 
0 0 0 -9 
3 4 0 0 
年 0 0 四 上 
26. 设 4= | . 求 1A51 下 和 
702 0 
t0 0 2 2 


3 4 


外 着 4 ha 人 


/2 
.人 = 人 2 2 网 人 成为 
个 分 块 对 角 和 矩阵 .于 是 
14"1=14F=(14114 := 141214:5=10"， 
4 0 
4 = 中 

O 4: 

25 0 RN 0 
四 4= 人 -25 故人 -ss ) | 可 多 
看 习题 6). 代 人 即 得 


5 0 0 0 | 

| 
| 
44= | 人 
| 0 0 2 0| 
下 人 


27. 设 ， 阶 矩阵 4 与 * 阶 矩 阵 召 都 可 逆 , 求 
OO 4 4 OO 
os 5】 ae 尖 . 


解 (1) 因 4 和 有 有 区 可 间 , 作 分 闫 阵 | ，， ] ,由 分 基 邱 阵 乘法 志 则 


0 


ra 人 3 0jmeala 0) (oo] 
1 人 O 


思 求 (< 2 的 这 阵 , 吉 是 求 + sx 阶 方 降 电 ,使 


你 jx 区 永 (2.0) 
为 此 ,根据 原 矩 阵 的 分 块 情况 .对 X 作 - - 样 的 分 块 ， 
XI X 
上 wx 
其 中 XXX ,X: 是 未 知 定 阵 (为 明确 起 见 , 它 们 依次 是 于 xm xxxX 
MsSXxs 矩 把 上 式 代 入 (2.6) 式 得 色 
E，O 4 ON 思 1 4XN 4X 
(6 已 】 E 长 B ji 寺 | ( 霹 ， + BX， CX +BX， 及 
比较 上 式 两 端 两 个 矩阵 ,有 
AN = 下 ,=>X = 4 
4X = O 一 Xi =- 0; 
CX， + BX:， = 忆 =>BX:， = 克 一 X::， = 8 
CX + BX，- O->BX, = - CXI =- CA 一 Xi = 一 有 CA， 


于 是 得 
人 中 六 | 这 站 


28. 求 下 列 矩阵 的 着 阵 : 











5 2 00 Ionol 
2100| IL200| 

1) (2) 
es al 下 人 | 
0 .05 2 2 1 4 


4，0 5S 8 3 
解 CD 将 4 分 闫 为 4-|[ 人， | 其 中 (2 = 人 5 下田 


14,|=1,14;|=1, 故 它们 均 可 逆 . 于 是 由 分 块 对 角 和 矩阵 的 性 质 ,有 
1 工 一 2 0 全 由 
an ol- 5 0% 0 
1 | 折 
ee | 上 | 0 0 2 于 用 
[0 0 -5 轧 
1B 0 Lo 3o fa \ 
@) 记 4= 人 2 .Ka=|， 让.c=f 小 p 人 让 .四 11 
2,1CI=12, 故 B,C 均 是 可 道 阵 . 由 27 题 (2) 的 结论 ,得 


2 B， "| 
避 芭 这 人 人 


习题 2( 附 答案 和 提示 ) 





双 ., 划 4 0 12 4 
由 甩 '“( 小 < “= 者 jc 1 DB 让 (-3 3 得 
[2 0 0 
E 全 2 12 0 0|. 
-4 8 | 
本 
习题 2( 附 答案 和 提示 ) 
2.1 选择 题 ; 
(1) 设 方 阵 4 ,B,C 满足 4BC = 正 , 则 必 有 ( 。 ); 
(a) 4ACB = 尼  (b) CBA= 已 (ec) BAC= 巨 (d) BCA = 书 
(2) 设 4,B 为 ” 阶 对 称 阵 且 了 8 可逆, 则 下 列 矩阵 中 为 对 称 阵 的 是 ( ); 
(a) 4B 一 有 4 (b) 4B + 且 74 
(ec) B 4B (d) (4B) 
(3) 设 4,B,A+B,.4 + 有 均 可 逆 , 则 (4 + 有 ) 等 于 (  ); 
(a) 4 + 有 (b) 4+B (c) B(4A+B) 4  (d)B (4+B)A 
(4) 短 降 C= { 2 的 作风 降 C" =-( 
1414” 0 1B1B O 
oo .] | ， 吧 
O 1B1B OO 1414 
人 0 ) 人 O ) 
OO 1814- 本 5 证 二 
2.2 设 4,.B 是 mn 阶 对 称 阵 , 且 4B+ 巨 及 4 都 可 逆 , 证 明 
(4B+ 瑟 ) 4 
为 可 逆 的 对 称 阵 . 


2.3 设 4 是 可 逆 阵 , 旦 4:=14| 忆 ,证 明 4 的 伴随 矩阵 4 = 人 4. 
2.4 设 4 为 4 阶 答 阵 ,1Ai= 亏 , 求 134" -44 1， 


2.5 设 矩 阵 4,B,C 满足 (已 -C B) CT4= 巨 , 求 4, 其 中 








1 -tt 0 0 2134 
0 1-l 0 0213 
卫 = ;三 
oo 1 4 0021 
0oo0o JU looo: 


2.6 设 矩 阵 X 满足 X4 =X+ BB- ,其 中 


356 





Ti-L 1 
1 1 

全 1 上 Tv 本 二 1 上 

[1 1 





X 


2.7 没 3 阶 方 了 4 和 下 请 是 4 NA 0344 64 其 中 全 diag( -4 





2.8 设 害 阵 有 《+ 4 4) .其 中 





证 明 忆 4 及 可 道 , 并 求 其 逆 
2.9 设 方 阵 4 满足 4 124 3FE=O. 证 明 :4 和 4144F 均 可 着 ,并 》 





其 地 


答案 和 提示 


2.1 ((d，，(2) (bb (3) (ce) , 提 志 
(9 (0 . 提 天 :CC CC 





NA 








2.2 略 
3 出 4 和 
要 汪 本 晤 。 
24 14 可 了 1 入 3 .4 
134 44 1 34 71 
和 人 0 0 
| 2 1 0 0 
2.5 4… 1 1 
| 上 2 ]】 0! 
| | 
0 1 -2 





提示 :化 简 所 给 让 阵 关系 式 得 E CC BrC4=[COE=C 1 5) A=(C- 
6) (CC 有)4, 故 4-(C  B ) ,代入 矩阵 B,C, 并 求 着 即 得 . 


了 
E | 
2.6 X= 了 | -1 1 1 
人 
2.7 有 B= diak(3.2,1). 
1[L 0 0 中 
1 
1 二 
2.8 (BE) = | 略 
| 
人 0 0 -34 


提示 :B-(E+A) (-4)=>(4+E)(B1EE)=2 开 


答案 和 提示 5S7 





一 B+E=-204+E)- >(B+E)- -二 (4A+ 正 )- 


工 


2.9 4-'= 寺 (4+2E). 由 (4A+4E)(A-2E)= -5SE 一 A+4 巨 可 逆 且 (A+4 马 ) = 


圳 


一 和 (4 -2E). 参 看 例 2.1 及 习题 22， 


第 三 章 
和 矩阵 的 初等 变换 与 线性 方程 组 


基本 要 求 


1. 熟练 掌握 用 初等 行 灾 换 把 矩阵 化 成 行 阶梯 形 和 行 最 简 形 ;知道 矩阵 等 价 
的 概念 .知道 作 初等 变换 相当 于 乘 以 可 逆 和 矩阵 .掌握 用 初等 变换 求 可 逆 矩 阵 的 逆 
阵 的 方法 . 

2. 理解 矩阵 的 秩 的 概念 ,知道 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 的 原理 ,掌握 用 初 
等 变换 求 矩 阵 的 秩 的 方法 . 知道 矩阵 的 标准 形 与 秩 的 关系 .知道 矩阵 秩 的 基本 
性 质 . 

3. 理解 线性 方程 组 无 解 \ 有 惟一 解 或 有 无 限 多 个 解 的 充 要 条 件 (包括 非 齐 
次 线性 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 及 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 ) 

4. 熟练 掌握 用 和 矩阵 的 初等 行 变换 求解 线性 方程 组 的 方法 . 

5. 知道 矩阵 方程 4AX = B 有 解 的 充 要 条 件 及 必要 条 件 . 


内 容 提 要 


1. 定义 与 记号 

初等 行 变换 (rm ,r xA,r + Ar ), 矩 阵 4 与 刀 行 等 价 , 记 为 4 二 了 

初等 列 变换 (cc ,cxA,c + ke ), 矩 阵 4 与 B 列 等 价 , 记 为 4<B; 

初等 变换 ,矩阵 4 与 有 等 价 , 记 为 4 一 妥 . 

矩阵 4 的 行 阶梯 形 、 行 最 简 形 .标准 形 F= 人 (5 .这里 是 4 的 秩 . 

2. 初等 变换 的 性 质 及 应 用 

(1) 定理 1 4 二 B 全 存在 可 逆 矩 阵 P, 使 P4 = B; 
4“B 拓 存在 可 道 算 阵 0 ,使 40 = B. 
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推论 方 阵 4 可 逆 全 4 一 已 . 
(2) 若 (4 , 马 ) 二 (B,P), 则 也 可 北 , 旦 P4 = 且 . 
若 (4, 严 ) 二 ( 正 ,P), 则 4 可逆 ,上 且 P=4-. 


若 (4,B) 二 ( 瑟 ,X), 则 4 可逆, 且 X=4-B. 
3. 矩阵 的 秩 
(1) 定义 和 挎 阵 的 上 阶 子 式 , 矩 阵 4 的 秩 定义 为 4 中 最 高 阶 非 零 子 式 的 阶 
数 , 记 作 R(4). 
(2) 定理 2 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 . 
(3) R(4) = 全 4 的 行 阶梯 形 含 个 非 零 行 
4 的 标准 形 下 = | 
0 0 
(4) 矩阵 秩 的 性 质 
(iD 0 入 RO4。,) 和 minlm zl 
(iD RAT)=RO4A); 
(ii) 车 4 一 昌 , 则 R(4)=R(B); 
(iv) 若 P,Q 可 道 , 则 R(P40)=R(4); 
(v) max|R(4),R(B)1<R(4,B) 福 R(4A)+R(B); 
特别 地 , 当 B 为 列 向 量 襄 时 ,有 
R(4)<R(4,b) 福 R(4)+1; 
(vi) RC(A+ 有 )<R(4A)+R(B); 
(viD) RC4aB)<minIR(A),R(B)| (定理 7); 
(viii) 若 AwxsBx=O, 则 R(A)+R(B) 和 ”( 第 四 章 例 13). 
4. 线性 方程 组 的 解 
(1) 基本 定理 ” 元 线性 方程 组 hr = 请 
(i) 无 解 的 充 要 条 件 是 R(A)<R(4,b); 
(ii) 有 惟一 解 的 充 要 条 件 是 R(4)=R(A,D)= mi 
( 刘 ) 有 无 限 多 解 的 充 要 条 件 是 R(A)= 尺 (4,b)<7. 
(2) 求解 线性 方程 组 的 步 双 ( 见 教材 ) . 
5. 重要 定理 
为 应 用 方便 , 常 把 4 中 的 基本 定理 分 成 两 个 定理 来 叙述 : 
定理 4 " 元 齐 次 线性 方程 4。,..r=0 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 R(A)<m. 
定理 5 线性 方程 4z = 5 有 解 的 充 要 条 件 是 R(4)= R(4,5). 
把 定理 $ 推广 到 矩阵 方程 ,得 
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定理 6 和 拖 阵 方程 4AX= B 有 解 的 充 要 条 件 是 R(4)=R(4,B). 
定理 7 若 4K= 有 , 则 R(4) 三 R(B). 


学 习 要 点 


本 章 先 引入 矩阵 的 初等 变换 .矩阵 的 等 价 以 及 矩阵 的 行 阶梯 形 、 行 最 简 
形 .标准 形 等 概念 ,阐明 了 和 矩阵 的 初等 变换 与 算 阵 相 乘 的 关系 :对 抢 阵 4 作 初 
等 行 ( 列 ) 变 换 , 相 当 于 用 可 逆 矩 阵 左 ( 右 ) 乘 4. 由 此 引出 用 初等 变换 求 着 阵 
的 方法 . 

矩 阵 的 秩 是 矩阵 的 一 个 最 重要 的 指数 ,由 于 它 是 矩阵 在 初等 变换 下 的 不 变 
量 , 因 此 在 初等 变换 的 辅助 下 ,矩阵 的 秩 有 着 十 分 广泛 的 应 用 . 对 和 抢 阵 秩 的 性 质 
也 要 有 所 了 解 ,以 增强 应 用 和 矩阵 的 秩 解决 问题 的 能 力 . 

根据 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 的 原理 ,在 用 初等 行 变 换 解 线性 方程 组 的 过 
程 中 ,建立 起 线性 方程 组 的 基本 定理 ( 即 定理 3 ,或 分 开 叙 述 成 定理 4 和 定理 5)， 
并 把 它 推广 到 矩阵 方程 .线性 方程 组 的 理论 与 求解 方法 是 线性 代数 课程 中 最 基 
本 ,最 重要 的 内 容 , 贯 串 教材 的 始终 ,一 定 要 切实 掌握 . 

本 章 的 重点 是 :掌控 把 矩阵 化 为 行 最 简 形 的 运算 以 及 根据 增 广 矩 阵 的 行 最 简 
形 典 练 地 写 出 线性 方程 组 的 通 解 ;理解 矩阵 秩 的 概念 及 线性 方程 组 的 基本 定理 . 


释疑 解难 


间 3.1 一 个 非 堆 矩阵 的 行 最 简 形 与 行 阶梯 形 有 什么 区 别 和 联系 ? 

答 首先 , 行 最 简 形 和 行 阶梯 形 都 是 矩阵 作 初等 行 变换 时 的 某 种 意义 下 的 
“标准 形 ”. 任 何 一 个 矩阵 总 可 经 有 限 次 初等 行 变 换 化 为 行 阶梯 形 和 行 最 简 形 . 

其 次 , 行 最 简 形 是 一 个 行 阶梯 形 ,但 行 阶 梯形 未 必 是 行 最 简 形 .其 区 别 在 于 
前 者 的 非 零 行 的 非 零 首 元 必须 为 1, 且 该 元 所 在 列 中 其 他 元 均 为 零 , 因 而 该 元 所 
在 列 是 一 个 单位 坐标 列 向 量 ; 而 后 者 则 无 上 述 要 求 . 

问 3.2 在 求解 有 关 矩 阵 的 问题 时 ,什么 时 候 只 需 化 为 行 阶梯 形 ,什么 时 候 
宣化 为 行 最 简 形 ? 或 者 ,它们 在 功能 上 有 什么 不 同 ? 

答 ”和 抢 阵 的 初等 行 变换 直接 源 于 求解 线性 方程 组 的 消 元 法 , 它 是 矩阵 的 最 
重要 的 运算 之 一 ,其 原因 就 在 于 矩阵 在 初等 行 变换 下 的 行 阶梯 形 和 行 最 简 形 有 
强大 的 功能 ,是 一 个 很 理想 的 “操作 平台 ”, 在 此 平台 上 ,可 以 解决 线性 代数 中 的 
许多 问题 , 择 其 主要 的 如 表 3- 1 所 示 . 





表 3-1 行 阶梯 形 与 行 最 简 形 归纳 














行 阶 樟 形 行 最 简 形 
1. 求 矩阵 A 的 秩 R(4A)i; 上 求 答 阵 4 的 秩 R(4 ): 
2. 求 4 的 列 向 量 组 的 最 大 无 关 组 (第 四 | 2. 求 4 的 列 向 量 组 的 最 大 无 关 组 (第 四 章 ); 
章 ). 3. 求 4 的 列 向 量 组 的 线性 关系 (第 四 章 ); 
4 解 线性 方程 组 求 通 解 ,或 基础 解 系 (第 四 
章 )， 


5. 当 4 可逆 时 .用 (4. 巨 ) 的 行 最 简 形 求 
4 
6. 当 4 可 道 时 ,用 (4 ,B) 的 行 最 简 形 求 方程 


| 4X= 且 的 解 4“ 有. 
ER 





间 3.3 抢 阵 4 与 甩 等 价 的 充 要 条 件 是 R(4)= R(B), 这 样 说 是 否 正 确 ? 
为 什么 ? 
答 (1) 当 抢 阵 4 与 B 不 是 同型 矩阵 时 ,结论 不 成 立 . 反 例 : 设 4 = 


人 站 a=(o 1 中 则 RCA) = RUB) ,但 显然 任何 初等 变换 无 法 把 A 灾 


成 及 .于 是 ,4 与 B 不 等 价 . 

(2) 当 4 与 B 是 同型 矩阵 时 ,结论 成 立 . 这 是 因为 此 时 A 与 及 有 相同 的 标 
准 形 ， 

间 3.4 矩阵 的 初等 变换 与 矩阵 的 乘法 之 间 的 联系 有 什么 意义 ? 

答 定理 1 确立 了 和 矩阵 的 初等 变换 与 矩阵 乘法 之 间 的 联系 : 

矩阵 4 经 初等 行 变换 成 为 四 人 存在 可 道 矩 阵 忆 使 PA = 有 

矩阵 4 经 初等 列 变换 成 为 Be 存在 可 闻 矩 阵 O 使 4Q = 四 

根据 这 一 联系 ,我 们 可 以 通过 矩阵 乘法 的 运算 规律 来 研究 初等 变换 的 运算 
规律 
另 一 方面 ,也 可 通过 矩阵 的 初等 变换 来 研究 矩阵 的 乘法 ,从 而 开发 出 初等 变 
换 的 一 些 应 用 .例如 , 若 4 <B, 则 有 可 逆 阵 已 使 4 = 电 . 为 求 出 忆 , 可 用 初等 行 
变换 ,这 时 

PA = Be sp(A,E)=(B,P)(4, 忆 ) 二 (有 ,P)， 


于 是 只 要 对 矩阵 (4 ,下 ) 作 初等 行 变 换 , 使 之 变 为 ( 刀 , * ), 则 * 即 是 所 求 的 可 逆 
阵 已 . 


类 似 地 , 因 4 -满足 X4 = 互 ,从 而 X(4, 瓦 )=( 互 ,和 ), 即 (4, 殖 ) 二 ( 巨 ， 
X) ,于 是 对 矩阵 (4 , 正 ) 作 初等 行 变换 , 若 它 能 变 为 ( 殖 ,X), 则 4 可 道 , 且 X 即 
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是 4 . 

间 3.5 在 求解 带 参数 的 线性 方程 组 时 ,对 系数 矩阵 或 增 广 和 矩阵 作 初等 行 
变换 应 注意 些 什么 ? 

答 在 对 带 参数 (例如 》) 的 矩阵 作 初等 变换 时 ,应 注意 不 宜 作 以 下 变换 : 

(1) 诸如 mx(A-2) 的 行 变 换 , 这 是 因为 当 A=2 时 ,相当 于 在 原 方程 组 的 
第 i 个 方程 等 号 两 边 都 乘 以 零 ,也 即 去 掉 该 方程 ,于 是 ,变换 后 的 方程 组 与 原 方 
程 组 未 必 同 解 ; 

(2) 诸如 王 二 (一 2) 的 行 变 换 , 这 是 因为 当 =2 时 ,第 ; 行 是 零 行 ,但 经 此 
变换 后 ,该 行 有 可 能 出 现 非 零 元 素 ; 


(3) 诸如 rm + im; 的 行 变换 .这 是 因为 这 种 变换 可 能 已 不 再 具有 矩阵 的 
初等 行 变换 的 性 质 了 .例如 : 


1  A-2 Vi 0 0 和 
4A= 2 = 光 
机 (人 6 全 (一 2 





当 )=2 时 ,A= (5 中 .= ( 中 4 的 秩 与 B 的 秩 不 相等 , 故 无 法 通过 初等 


行 变换 把 4 变 成 如 

如 果 作 了 上 述 三 种 变换 ,那么 , 须 补充 对 = 2 的 情形 的 讨论 .另外 ,对 带 参 
数 (例如 )) 的 矩阵 , 仍 可 作 诸如 r, + ( - 2)r; 的 初等 行 变 换 , 因 为 充其量 , 当 
A=2 时 ,无 非 对 第 一 行 作 不 变 的 变换 而 已 . 

间 3.6 在 求 线性 方程 组 的 通 解 时 , 常 与 教材 中 给 出 的 答案 不 一 臻 ,这 是 否 
可 以 ? 

答 以 羡 元 齐 次 线性 方程 hx = 0 为 例 , 设 R(4) = ~. 只 要 能 正确 地 找到 
2 一 r 个 自由 未 知 数 ,进而 写 出 含有 ” - r 个 任意 常数 的 通 解 ,都 是 可 以 的 . 

但 要 强调 指出 的 是 :这 种 情况 的 发 生 往 往 是 因为 没有 将 增 广 矩 阵 (或 系数 矩 
阵 ) 化 为 行 最 简 形 .根据 行 最 简 形 直接 写 出 方程 组 的 通 解 ,这 种 方法 不 妨 称 为 解 
线性 方程 组 的 “标准 程序 "我们 首先 要 理解 这 个 标准 程序 的 原理 ,并 熟练 掌握 
它 . 在 此 基础 上 再 考虑 标准 程序 可 改动 之 处 ,例如 把 (4 .5) (或 4 ) 化 成 与 行 最 
简 形 有 相同 功能 的 矩阵 ,从 而 写 出 通 解 . 下 一 章 学 了 线性 方程 组 通 解 的 构造 以 
后 , 求 通 解 的 方法 就 可 更 灵活 了 , 详 见 第 四 章 例 12 之 析 . 

间 3.7 7 阶 矩 阵 4 是 可 逆 矩 阵 的 充 要 条 件 有 哪些 ? 

答 )” 阶 矩阵 4 可 逆 的 充 要 条 件 , 大 致 有 以 下 几 个 : 

7 阶 和 矩阵 4 可 道 
依存 在 " 阶 和 矩阵 甩 ,使 B4 = 4B= 瑟 (定义 ) 
兮 det 4 天 0 ( 兮 4 为 非 奇 异 矩阵 ) 
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名 存在 ， 阶 矩阵 B, 使 4B= 巨 (或 B4= 巨 ) 

扰 4 的 行 阶梯 形 有 ， 个 非 零 行 

全 4 的 行 最 简 形 是 巨 ( 近 4 已) 

名 4 的 标准 形 是 已 (一 4 一 BE) 

名 人 的 秩 R(4)=7 (二 4 是 满 秩 垂 阵 ) 

全 齐 次 线性 方程 组 Ar =0 只 有 零 解 

傅 非 齐 次 线性 方程 组 kx = 有 惟一 解 

兮 4 的 列 向 量 组 线性 无 关 (一 矩阵 4 的 列 秩 = ”)( 第 四 章 ) 
名 4 的 行 向 基 组 线性 无 关 ( 一 矩阵 4 的 行 秩 = ,)( 第 四 章 ) 
急 4 的， 个 特征 值 均 非 零 ( 第 五 章 )， 


例题 剖析 与 增补 
引 例 求解 线性 方程 组 

[2r，- za 一 3 +xi=2， 

| 和 +-2z +ri=4， 


(3.1) 
14r -6r+2ry-2ri=4， 


3zrt+6ry-9ry+7Tzs=9. 

析 这 是 一 个 重要 的 例题 ,教材 用 较 大 篇 幅 讲 解 以 表明 它 多 方面 而 又 基本 
的 涵义 , 需 细 心 体会 . 

(1) 求解 线性 方程 组 可 分 为 消 元 与 回 代 两 过 程 . 消 元 过 程 的 实质 ,就 是 通过 
一 系列 方程 组 的 同 解 变换 找到 一 个 形式 上 较 简单 的 方程 组 ,然后 进行 回 代 . 这 里 
方程 组 的 同 解 变换 是 指 下 列 三 种 变换 

(i) 对 调 两 个 方程 ; 

(iD 以 不 为 零 的 数 乘 某 一 方程 ; 

《证 ) 把 一 个 方程 的 倍数 加 到 另 一 个 方程 上 . 

《2) 从 原 方程 组 (3. 1) 同 解 变换 到 教材 中 方程 组 B, 的 过 程 可见 , 除 去 代表 
未 知 数 的 文字 外 ,矩阵 与 方程 组 是 一 一 对 应 的 .换言之 ,方程 组 有 没有 解 ,有 什么 
样 的 解 完全 由 各 方程 的 系数 和 常数 项 连同 它们 相互 位 置 所 成 数 表 , 即 增 广 矩阵 
所 决定 ,由 此 可 进一步 增强 对 矩阵 的 认识 . 

(3) 由 (1) 和 (2) ,方程 组 的 三 种 同 解 变换 自然 引导 出 矩阵 的 三 种 初等 行 变 


换 . 因 此 若 和 矩阵 4 二 巨 , 从 解 齐 次 方程 角度 看 ,等 价 于 把 方程 har = 0 同 解 变换 为 
Bx = 0, 即 可 认为 是 同一 事件 的 两 种 语言 描述 ,它们 能 够 “ 互 译 ". 当然 A 盖 及 所 
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包含 的 意义 远 比 解 方程 丰富 ,这 是 因为 矩阵 是 从 许多 问题 中 抽象 出 来 的 概念 . 

《4) 由 (3) , 原 方程 组 能 同 解 变换 成 什么 样 的 最 简单 方程 组 就 相当 于 增 广 矩 
阵 四 在 初等 行 变换 下 能 变换 成 什么 样 的 最 简单 矩阵 ,答案 就 是 教材 中 和 矩阵 B;， 
它 是 中 的 行 最 简 形 ,把 它 “ 翻 译 "成 方程 组 后 ,无需 回 代 过 程 即 可 直接 写 出 通 解 . 
因此 有 理由 把 增 广 和 矩阵 (或 系数 矩阵 ) 化 为 行 最 简 形 ,进而 写 出 通 解 , 称 为 解 线性 
方程 组 的 “标准 程序 ”. 

(5) 从 本 例 的 结果 看 ,有 两 点 值得 注意 : 

(i) 四 个 未 知 数 划 分 为 自由 未 知 数 z; 与 非 自由 未 知 数 zza ,zi 

(ii) 从 本 例 开始 ,我 们 将 处 理 方程 组 无 解 或 有 无 限 多 解 的 问题 ,在 后 一 情形 
中 ,其 通 解 是 含有 任意 常数 并 能 表示 任何 一 个 解 的 解 . 














2 -1 -1! 
例 1 设 4A=|1 1 -2| 的 行 最 简 形 矩阵 为 己 , 求 已 ,并 求 一 个 可 道 矩 
4 -6 2 
阵 了 ,使 P4 = 下 
0 -2 1 
例 2 设 4=| 3 0 -2|, 证 明 4 可 道 ,并 求 4 7; 
-2 3 0 
例 3 求解 矩阵 方程 AX = 且 , 其 中 
2 1 -3 1 1 
4=| 12 -2|，B=| 2 0|. 
az -2 5 














析 这 三 例 都 是 矩阵 初等 行 变换 的 应 用 , 它 的 原理 是 相同 的 : 即 在 4 的 右 
边 放置 一 个 与 4 行 数 相同 的 矩阵 如 而 成 为 (4,B). 对 (4,B) 作 若干 次 初等 行 
变换 ,由 定理 1, 相 当 于 用 可 逆 阵 P 左 乘 它 . 设 
P(4,B)=(PA,PB)， 
若 P4 = 巨 ,那么 4 是 可 逆 阵 , 且 P= 4…. 从 而 PB= 4-' 有 8, 它 可 用 来 求解 矩阵 
方程 4AX = 有 (4A 为 可 逆 阵 ,如 例 3). 特 别 地 , 取 召 = 瑟 , 则 上 式 成 为 
P(4, 下 )=(P4,P)， (3.2) 
这 说 明 若 4 经 若干 次 初等 行 变 换 成 为 P4 ,那么 所 用 的 可 逆 阵 已 就 是 (3.2) 式 
右 端 逗 号 右边 的 那个 矩阵 ,如 例 1; 若 P4 = 巨 , 则 4 为 可 着 阵 ,并 且 P= 4 , 它 
可 用 来 求 着 矩阵 ,如 例 2. 
54 人 
3 -2 3 6 -1 
2 0 1 5 -3 
1 6 -4 -1 14 


例 5 设 4= , 求 矩 阵 4 的 秩 , 并 求 4 的 一 个 
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最 高 阶 非 零 子 式 

析 矩阵 4 的 秩 R(4) 是 通过 4 中 最 高 阶 非 零 子 式 的 阶 数 来 定义 的 .在 具 
体 计算 R(A ) 时 , 若 用 定义 , 则 往往 要 计算 许多 行列 式 ,使 计算 量 很 大 .如 本 例 至 
少 要 计算 5 个 四 阶 行列 式 和 1 个 三 阶 行列 式 才 能 求 得 R(4) =3. 因 此 除了 个 别 
特性 较 显著 的 矩阵 (如 习题 19) ,一 般 都 用 定理 2 来 求 R(4). 定 理 2 的 作用 是 
把 R(A) 的 计算 归结 为 4 的 行 阶梯 形 中 非 零 行 数 的 计数 ,这 当然 比 用 定义 计算 
方便 许多 . 

例 10 求解 齐 次 线性 方程 组 

| ra+ara+ram +xer0 

1 0 

L r，- -4ri=-3ri=0. 
例 12 求解 非 齐 次 线性 方程 组 

| rm +aa-3z -ml 

43r， -za -3zy+47i=4， 

| rr +sry-9ry-8zr,=0. 

析 此 两 例 都 是 基本 的 求解 线性 方程 组 的 例子 .它们 是 解 线性 方程 组 的 “ 标 
准 程序 "的 示范 .( 见 问 3.6) ,必须 熟练 掌握 此 “标准 程序 ", 才 能 在 此 基础 上 灵活 
求解 后 继 内容 中 遇 到 的 线性 方程 组 . 

例 13 设 有 线性 方程 组 


(1+ A)z 十 十 Z3=0， 
Ti +(LE+A)zz 十 T3=3， 
1 二 zi+(1+A)zs=A， 


问 4 取 何 值 时 ,此 方程 组 (1) 有 惟一 解 ;(2) 无 解 ;(3) 有 无 限 多 个 解 ? 并 在 有 无 
限 多 解 时 求 其 通 解 . 

析 求解 带 参数 的 方程 组 ,包括 何 时 无 解 有 惟一 解 \ 有 无 限 多 个 解 ,是 定理 
3 的 综合 应 用 ,要 理解 其 解法 的 理论 依据 ,并 掌握 它 的 解法 . 带 参数 4 的 非 齐 次 
方程 hx =》 ,一般 有 如 本 例 所 给 出 的 两 种 求解 方法 ,其 一 是 当 4 为 方 阵 时 ,根据 
其 系数 行列 式 14| 夫 0, 求 得 使 方程 有 惟一 解 的 》 值 , 然 后 将 其 他 的 》 值 代 人 方 
程 ,根据 定理 3 进行 讨论 ,求解 .这 种 方法 的 优点 是 避免 了 对 带 参数 的 矩阵 作 初 
等 行 变换 ,缺点 是 仅 适 用 于 4 为 方 阵 的 情形 ;方法 之 二 是 对 和 失 阵 (4 ,b) 作 初等 
行 变换 ,此 方法 虽 更 具 一 般 性 ,但 由 于 涉及 含 ) 的 多 项 式 的 运算 ,计算 中 容易 
出 错 . 

例 3.1 下 列 四 个 3x4 和 矩阵 中 ,哪些 是 行 最 简 形 ? 
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0101 和 和 和 
(4=|00 1 1 ou 
0 000 0000 
1001 人 1401 
(3) 4:=|0 10 1|; (4) 4:=|0 0 1 1|. 
0 111 0 000 

















解 ”由 行 最 简 形 的 定义 知 ,矩阵 A， 和 A, 是 行 最 简 形 ; 和 矩阵 A, 不 是 行 最 
简 形 ,因为 它 的 第 2 行 的 非 零 首 元 所 在 列 不 是 单位 坐标 列 向 量 , 即 该 列 有 其 他 非 
零 元 ;但 在 求解 线性 方程 组 及 其 他 一 些 问题 时 ,4， 具有 与 行 最 简 形 相似 的 功能 ; 
抢 阵 A, 不 是 行 最 简 形 ,因为 它 首先 不 是 行 阶梯 形 . 





例 3.2 设 矩 阵 
2 -45 3 
4 -8 17 11 


试 求 :(1) 4 的 行 最 简 形 ;(2) 4 的 标准 形 . 
解 〈1) 对 和 矩阵 A 作 初 等 行 变换 




















2 -45 3 2 4- 5 3 1 -2 -1 -1 
本 人 -和 
4 -8 1 1 4 -8 1 1 4 -8 1 1 
匡 2 
1 -2 -1 -nx 方 | 上 -2 0 了 
上 的 -一 -一 |--------~ 
一 -- 0 0 7 5 ; 5 
到 mn-2tr|0 0 可 | 
IN AR - 
1 0 
此 即 为 4 的 行 最 简 形 . 
(2) 进一步 对 4 的 行 最 简 形 作 初 等 列 变换 : 
本 2 
1 -2 0 -了 1 0 书生 
| 5 
4 0 0o01 了 | 一 |o1 0 村 
0 00 0 00 0 0 
ct+2c 
2 1oo=(o 中 ， 
cat+T 了 Te 了 clO000 








此 即 为 4 的 标准 形 . 
例 3.3 设 4 阶 方 阵 4 的 秩 R(4)=2, 求 其 伴随 矩阵 4" 的 秩 . 
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解 因 R(4)=2, 由 矩阵 秩 的 定义 , 知 4 的 任 一 3 阶 子 式 均 为 零 , 即 A, = 
0,1 和 i,j 入 4, 这 里 ,A, 是 行列 式 1A1 的 (i,) ) 元 的 代数 余子 式 . 于 是 知 4” = O， 
从 而 R(4 ” )=0. 

注 “关于 求 方 阵 4 的 伴随 阵 4 "的 秩 的 一 般 方法 ,见习 题 四 题 25. 

例 3.4 设 4 是 mxm 和 阵 ,mm<m, 其 秩 R4)=2, 则 ( ) 

(a) 存在 mm 阶 不 可 逆 和 矩阵 Q ,使 0Q4=(E.,O) 

(b) 存在 ma 阶 可 逆 和 矩阵 P, 使 P4 =(E。,O) 

(ce) 齐 次 线性 方程 组 Arx =0 只 有 零 解 

(d) 非 齐 次 线性 方程 组 4Ax =b 一 定 有 无 穷 多 解 

解 选 (d). 说 明 如 下 : 

(a) 不 正确 .因由 扼 阵 秩 的 性 质 7， 

RCO)>R(O4)=RCE.,O)=mm， 
与 Q 为 四 阶 不 可 逆 阵 矛盾 . 
(b) 不 正确 . 若 选项 (b) 成 立 , 则 
4=P (E.,O)=(P ,0O)， 
其 中 O 是 mx(m -加 ) 零 矩阵 .这 表明 4 的 后 - mm 列 均 为 零 列 向 量 .但 对 于 


0 0 
秩 为 mm 的 凡 xy 矩阵 从 来 说 ,一 般 是 不 请 足 这 一 点 的 ,例如 A= [0 小 
0 
1 0 0 
(o) 不 正确 .反例 : 取 A= [0 ， 中 .由 显 然 x= 1 | 是 它 的 非 零 解 . 
和 和 








(d) 正确 .证 明 如 下 :此 时 , 非 齐 次 方程 
xx 一 书 
的 系数 矩阵 和 增 广 矩 阵 的 秩 满足 
a= 有 R(4) 入 R(4A,b) 入 mm， 
于 是 ,R(4)= R(4,5)=<7= 未 知 数 个 数 ,从 而 这 方程 必 有 无 穷 多 解 . 
例 3.5 设 ”元 线性 方程 组 
anzi+ azzz+…+aQatz 一 by 
arl 二 azzz 十 … 二 QZzo 二 0， 
QZ 十 CozZ2 十 十 Genzs 二 bo 


的 系数 矩阵 4 的 秩 与 :+ 1 阶 和 矩阵 
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an ap … an 思 ] 
必 空 

ao ee ee 

并 


的 秩 相 等 ,证 明 此 线性 方程 组 必 有 解 . 
证 注意 到 系数 矩阵 4 是 nxn 矩阵 ,其 增 广 矩阵 召 是 mx(a+l) 和 矩阵 ， 
矩阵 C 是 (x+1)x(n+1l) 矩 阵 , 由 矩阵 的 秩 的 定义 ,有 
4 比 B 少 一 列 >R(4) 入 R(B)， 
8 比 C 少 一行 >R(B) 福 RCC)， 
于 是 R(4) 达 R(B)R(C). 
由 题 设 R(A)=R(CC), 所 以 R(A)=R(B), 于 是 , 原 方程 组 必 有 解 . 
例 3.6 设 齐 次 线性 方程 组 
ari+ priz+…+brv=0， 
bri+arz+…+pbore=0， 
(por +pbrz+…+ar=0， 
其 中 a 天 0,0 天 0,n 之 2. 试 讨论 ,6 为 何 值 时 ,方程 组 仅 有 零 解 ,有 无 穷 多 解 ? 
在 有 无 穷 多 解 时 , 求 通 解 . 
解 方程 组 的 系数 矩阵 4 的 行列 式 (见习 题 一 题 8(2)) 


AR 
罗 

det4=| : 和 2 =[a+(nz-1)5](a 一 pb) 
6 6 aa 


情形 1:a 天 5 且 a 天 (1- m)20, 方 程 组 仅 有 零 解 . 
情形 2:a = ,对 系数 矩阵 4 进行 初等 行 变换 ,并 注意 到 < 天 0， 


人 人 1 1 “全 有 
项 0”0 人 全 
4= 人 : 2 : : 宁 州 放 
QQ aa 0 0 … 页 
即 得 原 方程 组 的 同 解 方 程 组 


Ti 十 2 十 … 十 Zoo=0， 
取 z:，…，,z 为 自由 未 知 数 , 即 得 通 解 
x=E+A2S+…+ 16 1， ARa，siER， 
其 中 
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二 2 
1 0 0 
和 | 0 号 =| 1 和 0|- 


0 0 1 


情形 3:a = (1- mn)2 ,对 系数 矩阵 4 进行 初等 行 变换 并 注意 到 4 天 0， 
(1-m)0 已 也 1I-mw 1 … 1! 
(1-m)0 和 … 各行 | 1 1-nw 1 
4 = Ra 
除 以 4 : : 
0 128 1 1 1-m 
-0 -1 0 1 
2 和 和 0 -1 1 
中 除 以 ,并 加 到 第 n 行 : 
mm 1 1 … 1- 0 0 … 0 
TI 三 
下 呈 汪 7 
于 是 ,得 到 同 解 方程 组 二 
Tn-1 二 Toy 


即 得 通 解 x= 外 ,ER ,其 中 上 =(1,1,…,1)7. 











习题 解答 
1. 用 初等 行 变 换 把 下 列 矩 阵 化 为 行 最 简 形 和 矩阵 : 
102 -1 0 2 -3 
(| 20o3 1 (2)|o3 -4 3|; 
304 3 0 4 
让 2 3 1 到 有 
3 -35 -4 1 1 2 0 钙 /4 
| -2353- oo 人 -8 
532 2 -3 7 4 


1 0 
解 (1) |2 0 
3 0 


2 -1 fo0 2 -! 
2 
3 1 一 -|oo -1 3 
4 3jnanlo 0 -2 
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=x( 0100 5 
-0o1 -3|; 
an looo0 0 
02 -3 1 人 02 -3 1 0 
(2)|o3 -4 3 引 一 |o1 -1 2| 安 ?0 
0 0 
9 
和 0 
全 3 
1 -13 -4 3 IIL-1 3 
网 定 二 本 
2 -23 -2 0 0 -3 6 
3 -34 -2 -0 0 -5 10 
,al -Lo0 2- 
一 -| ol -2 
n+3rz|0 0 0 0 
sl0 00 0 
2 31 -3- 1 2022 -arf1 
四 | 202-vn2 313 了 一 
3 -28 3 0 一 3 28 3 0 
2 -37 4 2 -37 4 3 ”0 
naxC-0l 0 2 0 - 1 
1 -1 -1 -2to|o 
nsnl0 0 0 1 4-alo 
nntlo 0 0 1 0 


1 
2 
0 


二 一 


己 


= 和 旦 
< 一 
二 昌 


op 忆 


局 一 串口 


1234 
2. 设 4=|2 3 4 5|, 求 一 个 可 逆 阵 P, 使 P4 为 行 最 简 形 . 
了 


1 2 

解 (4,E)=|2 3 
5 4 

mx(- 有 

ri 一 2rz 


r3+6rz 


34100。 
45010 
3200” 
1 0 -1 -2 
01 2 3 
00 0 0 
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-3 20 10 -1 -2 
故 P=| 2 -1 0|, 并 且 4 的 行 最 简 形 为 Pa=|0 1 2 3|. 
7 -61 00 0 0 
-5 3 
3. 设 4={  _， 让 (CD 求 一 个 可 和 阵 P, 使 pA 为 行 最 简 形 ， 
(2) 求 一 个 可 逆 阵 @ ,使 CQ4 为 行 最 简 形 . 
-5 3 1110 0413 
解 04 2 -1L10 人 -1 1 0 ]] 
2 0 
外 172 5 


了 是 P= | 5 . 且 Pa= 人 ?为 4 的 行 最 简 形 ， 


小 : 2 1 
亲 二 
1 1 0 


0 
0 


0 1 0 
上 
1， 
1 
王 3 
到 


上 
1 1 
0 
0 


mt+2ry 


(2) (47 ,已 )= 














2 0 
= 和 人 
-2 1 
1 0 


mx( 一 1 


请 一 岂 
0 1 


口 一口 口 避 一 
iD 
已 


mn-3an|1 0 
人 











-4 -7 
1 2 0 
3 5 0 0 1 

人 0 0 

4. 试 利用 和 矩阵 的 初等 变换 , 求 下 列 方 阵 的 邀 阵 : 

3 .2 

0 2 2 1 
1 -2 -3 21 

0 1 2 1 


于 是 Q@ = ,并 且 047 = 为 47 的 行 最 简 形 . 














(1D) ; (2) 





2 1 
1 
2 3 





解 ” 记 所 给 的 矩阵 为 4 . 
32110 
QT 
32300 


己 
tD 


妆 一 站 
人 


0 0 


(HD (4 , 忆 )= 


己 








记 一 六 


局 


ms(-2)|3 


名 
口 口 hm 一 
1 


人 二 本 
0 0 2 


己 


站 一 9 





站 0 9 -1 2 


请 一 2rz 


mt+4rn |0 


己 
王 
上 
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0 0 
下 二 
人 


1 
0 
0 


3 


下 ,由 定理 1 之 推论 , 知 4 可 逆 , 且 


因 4 





1 0 .00 


 ， 


0 
0 


32， 0 0 
人 


0 
1 


0 0 


0 


-2 0 0 





(2) (4 , 瑟 ) 





=3 1 

2 100 0 

0 -11000 

2 1 0 0 
-2 0 0 


所 2 
1 
2 
2 


1 
0 
3 
0 


rr 
人 


1 


二 冰 


Er: 


4 
0 


二 下 


亏本 


0 


0 


1 0 -3 区 
和 

二 

疡 村 


1 


| 


0 0 


一 和 


0 0 


一 10 


-6 





mm-3r |0 


re-2r|0 


nt+zr|0 


4 
6 
-10 


1 
0 
上 
2 
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因 4 二 忆 , 由 定理 1 之 推论 , 知 4 可逆, 并且 











让 王 2 
和 这 中 0 1 0 齐 | 
-1 -1 3 6 
时 
| - 引 1 | 
5.(D) 设 4=|2 2 1,B=|2 2|, 求 X 使 4AX= 了 3; 
3 汪 3 - 串 
0 22 
1 国 
人 设 A=| 2 -1 3|,B=(，_ 让 来 X 使 XA=B 
和 和 ee 








解 (1) 与 教材 例 3 相仿 , 若 A 是 可 逆 矩 阵 , 则 可 求 得 矩阵 方程 的 解 为 X 
=A4 :B, 而 判断 4 是 否 可 着 和 求解 可 通过 (4 ,B) 的 行 最 简 形 一 起 解决 : 即 若 


4 < 下, 则 4 可逆, 并 且 初等 行 变换 把 4 变 为 忆 的 同时 ,把 下 变 为 4 “加 ， 














41 -2 1 -3 10 -1 -2 -2 
(4,B)=|2 2 1 2 2222 1 2 2 
3 1 -13 -1 31 -1 3 -1 
人 0 4 只 | 0 = x=2 站 
一 -0 3 6 6 一 -ol 2 9 5 
nanlo1l 2 9 loo -1 -12 -4 
nx -Di00 10 2 
本 ， 1 0 -15 十 
10 2 
于 是 4 可逆, 且 X=|-15 -3|. 
12 4 








(2) 可 以 仿照 教材 中 的 方法 ,用 初等 列 变换 求 BA ,但 通常 习惯 用 初等 行 
变换 求 X. 


因 X4 = B 一 47XT= BT 一 XT=(47) Br, 与 题 (1) 相 同 , 可 用 初等 行 变换 
先 求 得 X 7 ,从 而 得 X .计算 如 下 : 


位 入 
2 和 


人 
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13 -43 1 0o -13 -8 
0 1 -103| 一 -oo1 -10 3 
0 2 


-3 12222lo0o0 -11 -4 

















2 -4 
于 是 X =|-1 7 ,从 而 X= | ) 
一 7 4 
-4 
1 -1 0 
6. 设 4=| 0 1 -1|,4X=2X+4, 求 . 
凡生 天， 





解 4X=2X+4=>(4-2E)X=4. 欲 解 此 方程 ,需要 (iD) 判 断 4 -2 已 为 
可 道 矩 阵 ;(ii) 进 一 步 求 X=(4 -2E) 4. 这 两 件 事 可 由 (4 -2 已 ,4 ) 的 行 最 
简 形 一 起 解决 . 














-1 -1 0 1 -1 0nzxCbl1 0 -1 10 
(A-2B,A)=| 0 -1 -1 0 1 -ol 1 0-11 
-1 0-L -1 0 JUsxcbool -lt -2 11 
二 佐证 人 0 
一 -llo-l 1 | ， 10 -1 0 1 中， 
”oo -2 -2 2 0 001 1 -1 0 











六 


上 述 结果 表明 4 -2E~ 巨 , 故 4 -2E 可 逆 , 且 


0 1 -1 
X=(4-25E)- 4=|-1 0 1|. 
1 -1 








7. 在 秩 是 r 的 矩阵 中 ,有 没有 等 于 0 的 ~- 1 阶 子 式 ? 有 没有 等 于 0 的 
阶 子 式 ? 

解 ”在 秩 是 - 的 矩阵 中 等 于 0 的 -~- ! 阶 子 式 可 能 有 ,也 可 能 没有 ;等 于 0 
的 r 阶 子 式 可 能 有 ,也 可 能 没有 .例如 : 


四 生 阵 | 1 的 区 为 2, 有 等 于 0 的 1 阶 子 式 (简称 阶 零 子 式 ,下 同 ), 但 
没有 2 阶 零 子 式 ; 


G) 生 阵 (3 4 的 玫 为 2 ,没有 1 阶 零 子 式 ,也 没有 2 阶 零 子 趟 ; 
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0 0 


(ii) 垂 阵 | 1 


] 罗 本 为 ,有 阶 堆 子 式 ,也 有 2 阶 堆 子 式 ; 
1 
1 
8. 从 和 矩阵 4 中 划 去 一 行 得 到 矩阵 也 , 问 4 ,B 的 秩 的 关系 怎样 ? 
解 由 拢 阵 秩 的 性 质 @ ,有 
R(4)-1I<RB)SR(4). 

9. 求 作 一 个 秩 是 4 的 方 阵 , 它 的 两 个 行 向 量 是 

(1,0.1.0,0),(1, -1,0,0,0). 
1 0100 
1 -1000 


Gw 邱 阵 人 的 陵 为 ,没有 1 阶 夫 子 式 ,但 有 2 阶 夫 子 式 . 


解 因 | ] 的 为 >, 故 满足 要 求 的 方 降 可 以 是 


0 100| 
4 人 0 
0 0010|. 
0 0001 
0 0000 
10, 求 下 列 矩 阵 的 秩 ,并 求 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 : 











3 1 0 2 3 人 
(1) 呈 | 3 必 一 生 | 
1 漂 疡 .一 省 4 7 0 和 
2 1 
3 
久 3 -2 53 8 
工 0 3 2 


L -1 2 
3 1 工 “0 首 和 2 
1 3 -4 是 
1 -1 2 如 
0 4 -6 | 
9 4 
1 
本 和 
0 0 0 0 
故 它 的 秩 为 2, 并 且 它 的 第 1.2 行 和 第 1 .2 列 构成 最 高 阶 非 零 子 式 . 


3 1 0 2 
解 1 | 


1 4 








一 31 


站 一 站 





站 一 六 
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3 = 
(2 入 23 3 


了 0 和 辐 让 和 





0 部 全 浊 
0 -21 33 27 -22 
1 于 
0 -7 1 9 -中 
0 0 0 0 -1! 
于 是 它 的 秩 为 3, 且 它 的 第 1.2.3 行 和 第 1.2.5 列 构成 最 高 阶 非 零 子 式 . 

和 家 

芝 李 和 业 全 和 


(3) Rs 
3 和 有 | 0 


隐 ] 
刀 一 2r 








1 到 汪 呈 和 | 
三 一 7ri 


站 一 3 





1 07732220 00 2 
ar 0 3 2 
一 -| -3 -6 3 -5 
| -2 -4 2 0 
0 
人 
| 12 -1 7 
nra2nl000 0414 
00 046 
103 20 
224|012 -17 
人 
000 00 
于 是 它 的 秩 为 3. 由 于 3 个 非 零 行 的 非 零 首 元 位 于 第 1.2.5 列 , 故 在 第 1.2 .5 列 
二 3 全 
2 -3 -5 
所 构成 的 抢 阵 区 1 和 中 寻找 3 阶 非 零 子 式 .容易 看 出 
1 0 0 
2 -3 -5 
3 -2 0|z0. 
1 0 0 








11. 设 4,B 都 是 mxnm 抢 阵 ,证 明 4 一 有 的 充 要 条 件 是 R(4)=R(B). 
证 必要 性 即 定理 2, 故 只 需 证 明 充 分 性 . 设 R(4)=R(B)=r, 那 么 矩阵 
A ,B 有 相同 的 标准 形 
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E，O 
| 
O 0O)。， 
于 是 4 一 下 ,B 一 下 ,从 而 由 等 价 关系 的 对 称 性 和 传递 性 , 知 人 一 吾 - 
1 -2 3 
12. 设 4A=|-1 2k4 -3|, 问 k 为 何 值 ,可 使 
上 -2 3 








(1) R(4A)=1;(2) R(4A)=2;(3) R(A)=3. 
解 一 因 A 为 3 阶 方 阵 , 故 R(4)=3 全 141 关 0. 因 
141= -6(-1(+2)， 
所 以 当 k 天 1 且 k 人 天 -2 时 ,R(4)=3. 
当 &= -2 时 ,R(4) 过 2, 又 4 的 左上 角 二 阶 子 式 不 为 零 , 故 R(4 ) 之 2, 于 
是 RCA)=2; 























2 1 -2 3 
当 k 上 =1 时 ,4=|-1 2 -3| 一 |o 0 0|， 
[3 0 00 
知 R(4A)=1. 
解 二 对 4 作 初 等 行 变 换 . 
1 -2 36 人 -2 3 
4=|-1 2 -3| 一 -| 20k-D 34k-D 
人 -2 3j2 和 lo 20k-1D) -3( 归 -1 
>, 3 
= 2(0-U 3(k-1) | 
0 0 -3(k-1)(+2) 


于 是 ,(1) 当 &=1 时 ,R(4)=1;(2) 当 &= -2 时 ,R(4)=2;(3) 当 k 天 1 且 
k 夭 -2 时 ,R(A)=3. 
13. 求解 下 列 齐 次 线性 方程 组 : 
Zi +zz+2z 一 24=0， Zi +22at2i07 
o +z +xi 一 =0， (2) | +6 志 过 现 二 32 


2zri+2z +z+2r=0; Szi+l0zz+zs-Szi=0; 


2zi+3z -zs -7zi=0， 3zi+4za-5zs+7z4=0)， 
曾 3z， + za+2zrs 一 7z4=0， 0 2z, -3z:+3zi-2zi=0，。 

4z +zaz-3zi+6ri=0， 4zi+1llzr: -13zs+16zi=0， 

zi-2ri+Sry-Sz,=0; 7zr-2zr:+zs+3ri=0. 


解 ”对 系数 矩阵 4 进行 初等 行 变换 ,化 为 行 最 简 形 . 
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(1) 4 





2 
1 
1 


RD 一 
to 一 一 


人 0 
0 1 





0 


于 是 R(4)=3, 故 方程 组 有 4- R(4)=1 个 自由 未 知 数 ;与 原 方程 组 同 解 方程 


组 为 


取 zs 为 自由 未 知 数 ,得 


1 2 
3 6 
5 10 


(2) 4= 





1 
1 
1 


-sa 1 





十 | 1 

2 0 

St 二 

3 | 
和 | -3 

-让 











取 zx; 和 zx 为 自由 未 知 数 , 得 同 解 方程 组 





(3)4=|4 





-=x(-n 


1 0 


| 
1 0 
加 


0 1 一 








全 
0 13 





|r， -和 ce=0， 
1 > +37,=0， 
| mm- 和 ce=0， 
4 
ET 可 
说 =3 
=< (ecER) 
2 姓 
4 
1 
福全 这 2 于 “as(-9f1 2 0 
-3 一 -oo -4 oool 
oo -4 olooo 
和 
=0， 
-2 1 
1 0 
= + (esR)， 
0 1 
-1 -71ncnfl -2 5 -5 
2 -7 | 7 -3 8 
-3 60 9 -23 26 
5 2 7 -1 3 


5 
下 


二 
0 
0 
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取 r' 为 自由 未 知 数 ,得 


-2 5 -51cml1 0 -5 
人 
2 -10 18|a0 0 22 
0 2 -5j-700 2 
1 
00 瑟 
7 
nrsn|o 1 0 - 子 | 
妆 2 十 Sr 
5 5 
mm 一 23 0 1 本 
000 0 
1 
ri 一 一 本 Ti， 
_7 
Tt， 
= 了 
5 
全 
AT1 2 
7 
了 兴 
"|=c| (cER ). 
xy 四 
4 2 
1 
多 诞 。 沁 可 ? 1 下 
-3 3 -2 -3 3 
古人 
7 -2 1 3 7 -2 1 
ER 
:2 站 一 恬 
一 一 |0 -17 19 -20| 一 |0 1 
400 -17 19 -20| 一 3 
nn -5 5 -60 rs(-I)|0 0 
0 0 


13 


= 
入 
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『 
10 - 莒 号 
1 |， 
00 0 0 
00 0 0 
取 zx 和 zs 为 自由 未 知 数 , 得 同 解 方程 组 
[sa 5 
2 和 2 
让 _19 20 
Ta 
了 -1 
1 1 1 
即 得 名 =c| 中 | +] -名 | (eeeR). 
到 
0 1 
14. 求解 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 : 
4zi+2z -zi=2， 1 
Z 一 2y+4z= ， 
(1 3zl -zz+2rs=10， (2) 3 21， 
1lxv+3xa =8; 0 
2 2 二 
(3) | (4) | +z-3uw=4， 
2r +y -xz-mw=l1; 了 +4y-3z+Szw= 一 2. 
解 ”本题 中 分 别 以 4 和 有 表示 方程 组 的 系数 矩阵 和 增 广 和 矩阵. 
4 2 -1L1 2 1 3 -3 -8 
(1)B=|3 -1 210 ”13 -1 2 
Il 3 08 IlL 3 0 8 
[1L 3 -3 -8 1 3 -3 -8 
一 一 | -10 1 3422|0 -10 1 34|. 
00 -30 33 9%6 0 0 0 -6 


因 R(4)=2,R(B)=3,R(4) 天 R(B), 知 方程 组 无 解 ; 
2 3 1 4 让 





二， 和 闪光 | 3 4 
(2) 如 = 本 

3 入 = 3 8 = 和- 志 

人 和 .一 人 二 全 人 





-2 4-5 IIL-2 4 -5 
辣 -2m | ns7 

一 
oa3n00 44 -14 28252200 0 0 
1 


10 2 -1! 
nz -1 2 
| 0 0 0| 

00 0 
因 R(4)= 有 R(B)=2<3, 故 方程 组 有 无 穷 多 解 ,并 且 有 3- R(4)=1 个 自由 未 
知 数 . 选 = 为 自由 未 知 数 ,得 到 同 解 方程 组 : 





























,|z= -2z-1， 
|v-z==2， y=<t+2， 光 
人 z] -2 -1 
即 得 加 | 2| (ecER); 
加 1 0 
人 2 = 工 ]， 2 T -1 | 
(3)B=|4 2 -2 1 2| 一 -|00 0 -10 
bi， -1 和 
1 0 二 -二 0 到 
本 人 全 信和 世 兴业 全 | 
0 0 0 0 0 
选 ",z 为 自由 未 知 数 , 待 到 同 解 方程 组 
] := -去 ?+ 去 z+ 于 ， 
1-。， 
| 1 让 国 认 
即 得 >|=c| 1|+c|o0l+|10| (ceeR 
z 0 0 
tj 0 Loj Lo 
2 .Pi 1 4 一 3 人 
(4) B=|3 -2 1 -3 人 -2 1 
1 4 -3 5 -2 2 1 =-L 和 
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an 4 -3 5 引 。 二 | 2 也 
- 2 -5 9 -5 
| 14 10 -18 由 一 |: 了 也 -了 
0 >” 梁 5 -9 mm 0 0 0 0 0 
1 1 61 
0 7| 
站 4 
区 
| 汉 
00 0 0 0 
选 x,z 为 自由 未 知 数 ,得 同 解 方程 组 : 
|z=J 二 sz+ 了 w+ 
相 | 5 
v= 郴 =- 了 zw- 了 了 ， 
1 | 11 1 6 
-1 人 | 了 | 13 引 
| 5 9 5 
即 得 - 子 | (cvcrER ). 
科 
二 | | 0 0 
[oj 1 0 
15. 写 出 一 个 以 
-2 
本 站 
YX=el 1 | 0 (3.3) 
0 1 
为 通 解 的 齐 次 线性 方程 组 
解 把 (3.3) 式 改写 为 
ri 2c -2c 2zx; -2z4 
za| 1-3ci+4c:| 以 =m、，|-3za+4z4 
2 入 ca= 4 代 人 7 2 
4 ca 4 
由 此 知 所 求 方程 组 有 2 个 自由 未 知 数 rz ,z:, 且 对 应 的 方程 组 为 
人 人 
zi= -3ry+4ri， ri+3ri-4zri=0. 


它 以 (3.3) 式 为 通 解 . 


注 (1) 有 无 限 多 个 齐 次 方程 组 以 (3.3) 式 为 通 解 表 示 式 ,这 里 给 出 比较 简 
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单 的 一 个 , 即 系数 矩阵 为 行 最 简 形 . 
(2) 本 题 与 习题 四 题 22 相仿 ,是 同一 问题 的 两 种 提 法 . 
16. 》 取 何 值 时 , 非 齐 次 线性 方程 组 
[rz +xza +zs=1， 
zi+)zr， +rs=)， 
| Ti dzra+Mrs 一 2 
(1) 有 惟一 解 ;(2) 无 解 ;(3) 有 无 穷 多 解 ? 


解 ”仿照 教材 例 13, 本 题 也 有 两 种 解法 , 且 以 行列 式 解法 较为 简单 , 故 这 里 
只 用 此 法 解 之 . 


系数 矩阵 4 的 行列 式 为 (可 参看 习题 一 题 8(2)) 


























家 一生- 全 0 业 
14I=|1 1 ra (At+2)|1 9 
| 了 交 
1 1 1 
2(M+2)|0 -1 0 必 
2 0 0 2- 





当 |4| 天 0 时 , 即 当 天 1,) 天 -2 时 ,R(4)=3, 方 程 组 有 惟一 解 ; 
当 )=1 时 , 增 广 矩阵 成 为 














1 
B=|I!1111<|o000|， 
111JUJ 000 
可 见 ,R(4)=R(B)=1<3, 于 是 方程 组 有 无 穷 多 解 ; 
当 =-2 时 ， 
2 1 人 


戎 = 


站 十 妆 
闪 一 站 迪 拓 














妆 +2r 


1 1 -2 14 
IT 2 了 2 0. 3 .36 0aaeea 了 
2 9 WOD 
可 见 R(4A)=2,R(B)=3,R(4A) 天 R( 了 B), 于 是 方程 组 无 解 . 

17. 非 齐 次 线性 方程 组 


-2z，+xz +zi= -2， 
Zi 一 2r +z3=A， 
Zi +Tz 一 2z3= 入 7 


当 》 取 何 值 时 有 解 ? 并 求 出 它 的 通 解 . 


解 ”这 里 系数 矩阵 4 是 方 阵 , 但 4 中 不 含 参 数 , 故 以 对 增 广 和 矩阵 作 初 等 行 
变换 为 宜 ,求解 如 下 : 
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-2 1! T 中 到 这 | 
肌 三 丽 2 | 人 
1 


下 1 -2 | 


1 -2 1 四 1 入 








刀 2 ras(-3) 2 
一 一 |0 -3 3 -2+2A|1 一 -|o 1 -1 子 (1-》) 
人 1 


at3rz 





一 站 


0 0 0 (0-IDOA+2) 
因 R(4)=2, 故 当 R(B)=2, 即 当 =1 或 = -2 时 ,方程 组 有 解 . 

当 =1 时 、 
人 1L0 -1 1 
0 1 -1 中 | 
0 0 00 
选 r 为 自由 未 知 数 ,得 同 解 方程 组 


呈 一 人 


0 0 0 0 




















= 

| 1 
得 通 解 ra|=clll+|10| (cER); 
四 0 
当 M= -2 时 ， 

1 -2 1 -2 10 -1 2 

下 1 -1 2201 -12 

0 0 0 0 00 00 





选 vs 为 自由 未 知 数 ,得 





TI 1 2 
即 吕 -| (cER ). 
的 Ilo 
18. 设 
(2- A)z +2z -2z;=1， 
2z+(S3 一 和)zz 一 423 一 2 
二 二 二 和 人 二 主 7 





问 》 为 何 值 时 ,此 方程 组 有 惟一 解 .无 解 或 有 无 穷 多 解 ? 并 在 有 无 穷 多 解 时 求 
其 通 解 . 
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解 由 于 系数 矩阵 是 方 阵 ,其 行列 式 
2-A 2 = 和 1 | 让 2 0 
ll=| 2 5- -42 2 5- 1- 
-2 4 5 
12-》 2 0 二 2=-2 -2 -4 
=(1-))| 2 5-1 1-1| 一 一 (1-))| 2 5-) 1-9 
0 1 2 0 1 0| 
-0-D | =- -wa-D:O-l0)， 
2 和 一 9 
当 |141 天 0, 即 1 天 1 且 天 10 时 ,方程 组 有 惟一 解 . 
当 =10 时 , 增 广 矩 阵 成 为 
2 2 2 ma 5 4 5 
B=| 2. -5 -4 oo -8 -8 9 一 -1 七 
-2 -4 -5 - 岂 snlo -9 -9 -9 站 二 -| 
可 见 R(4A)=2,R(B)=3,R(4) 天 R(B) ,方程 组 无 解 ， 
当 =1 时 , 增 广 矩阵 成 为 
1 2 -2 1 12 -21 
B=-| 2 4 -4 2 一 -oo% 0 0|， 
-2 -4 4 -2 00 00 
知 R(4)=R(B)=1, 方 程 组 有 无 穷 多 解 , 旦 其 通 解 为 
2 21 人 
=c 1|+cz|o0l+10| (ccrER). 
0 1 bo 

















19. 证 明 R(4) =1 的 充分 必要 条 件 是 存在 非 零 列 向 量 和 非 零 行 向 重 


三 ,使 人 = ap. 


证 ” 先 证 充分 性 . 设 ea= (al,a,…ano 六 ,= (0b，，b), 并 不 妨 设 


ab, 天 0. 


按 和 矩阵 秩 的 性 质 @D, 由 4=abr 有 R(4) 往 R(a)=1; 另 一 方面 ,4 的 


(1,1) 元 ab 天 0, 知 RO4) 志 1. 于 是 RO4A)=1. 


再 证 必要 性 . 设 4=(a,)。.。,R(4)=1, 并 不 妨 设 av 天 0. 
因 R(4A)=1, 知 A 的 所 有 二 阶 子 式 均 为 零 , 故 对 4 的 任 一 元 ai (i 关 尖 


4) 有 


Qu 








5 


5 Qt 


=0, 即 wuay =avan - 
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上 式 当 i= 或 7= /时 也 显然 成 立 .于 是 
QU 


Qa2 


(an aa. yan)=(axas)ws。= (auai)v=auh. 
呈 
QT 
令 a= 去 ,5T= (an ya yan ), 则 因 ww 天 0, 故 a,br 分 别 是 非 零 
Qt 


列 向 量 和 非 零 行 向 量 , 且 有 4 = ab 7 . 
20. 设 4 为 列 满 秩 矩阵 ,4B = C ,证 明 方程 Br =0 与 Cx=0 同 解 . 
证 若 x 满 足 Bx=0, 则 4Bx=0, 即 Cx=0. 


若 x 满 足 Cx=0, 即 4Bx=0, 因 4 为 列 满 秩 矩 阵 , 由 定理 4 知 方程 hy?=0 
只 有 零 解 , 故 Bx = 0. 


综 上 即 知 方程 Bx =0 与 Cx = 0 同 解 . 
21. 设 4 为 四 xm 和 矩阵 ,证 明 方 程 4AX = 马 。 有 解 的 充分 必要 条 件 是 R(4) 


=l 

证 按 定理 6 知 , 方 程 4X= 下。 有 解 全 R(A)=R(4,E。), 而 (4 ,已 。) 含 
放行 ,有 R(4A,E,) 过 mm ;又 R(4,E。) 二 RE。)= 疡 ,因此 R(4, 开 ,)= 六. 
所 以 

方程 4AX = 忆 。 有 解 全 R(4) 一 m. 











习题 3( 附 答案 和 提示 ) 

3.1 选择 题 

1 a 
《1) 矩阵 |1 5 大 | 的 秩 为 3, 则 (  ) 

和 
(a) web,c 都 不 等 于 1 (b) a,b,c 都 不 等 于 0 
(c) a,b,c 互 不 相等 (d) ae=6=c 
(2) 设 4 为 3 阶 方 阵 ,RC(4)=1, 则 ( ); 
(a) R(4 )=3 (b) R(4A")=2 
(ec) R(4A  )=1 (d) R(4A )=0 


(3) 设 A.B 分 别 为 mxn、\naxm 抢 阵 , 则 齐 次 方程 ABx=0( ) 


ov 
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(a) 当 二 >mm 时 仅 有 零 解 (b) 当 六 > 时 必 有 非 零 解 
(ce) 当 >m 时 仅 有 零 解 (d) 当 >mm 时 必 有 非 零 解 


(4) 设 齐 次 方程 kx = 0 的 通 解 为 


加 了 


| 





则 系数 矩阵 4 为 ( 。 ); 


2 0 1 
(9 (-2.1.D 人 】 
0 1 1 
0 和 
心计 一 和 2 
(9 】 | -2 -2 
01 -1t 
0 1 1 


87 


(5) 设 4 是 阶 方 阵 ,a 为 ” 维 列 向 量 . 若 R(A) = R 人 (和 】 ), 则 线性 方 程 组 





4 
(a) 4r= a 必 有 无 穷 多 解 (b) 4r=a 必 有 惟一 解 
人 《] 仁 ) -9 只 有 罕 和 四 人 1 位] =o 有 有 非 和 和 
a 0/\y a 0/\y 
1L2 -1 3 
3.2 设 矩 阵 4A= |4 8 -4 中 ea eraeao na 
3 6 -3 大 
(3) R(4)=3? 
42 3 
3.3 设 矩 阵 4=|2 2 1 ,=( 。 ,未 十 降 克 使 XA = 下 
3 1 -1 








3.4 证 明 线 性 方程 组 
za， 
= 
-= 扩 ， 
Tb 


有 解 的 充 要 条 件 是 + ba: + 妨 + 加 =0. 
3.5 线性 方程 组 
2 +zat+(2-A) zs=1， 
| ee + =1， 


(3-2h)zi+(2- h)zs + = 1， 


问 取 何 值 时 ,(1) 有 惟一 解 ;(2) 无 解 ;(3) 有 无 穷 多 解 ? 并 在 有 无 穷 多 解 时 求 出 通 解 . 


3.6 线性 方程 组 
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T 本 让 
2zi+(a+3)r:-3r=3， 
-2rit+ta-Dxrs+br=a-1l， 


当 ,为 何 值 时 ,方程 组 无 解 , 有 惟一 解 , 有 无 穷 多 解 ? 并 在 有 无 穷 多 解 时 求解 . 


答案 和 提示 


3.1 (1) (e) ,提示 :所 给 矩阵 的 行列 式 为 范 德 蒙 德行 列 式 ， 

(2) (d) ,提示 :R(4)= 1=>4 中 无 2 阶 非 零 子 式 => 4 "为 零 矩 阵 ; 
(3) (b); 

(4) (a) ,提示 :方程 有 两 个 自由 未 知 数 ; 


4 4 
(5) (提示 2 人 (人 ( ])=sca,mo=Rooee{ ， ] -eam=R<y 
a 0 0 


, 故 选 (d) ;尽管 hx = x 必 有 解 ,但 无 法 确定 它 是 否 有 惟一 解 . 故 (a) 和 (b) 不 合 . 
3.2 (1 人 =%:(2) 4 地 9:(3) 不 可 能 . 
二 xx 5 15 人 
2 
3.4 略 . 
3.5 (1) 当天 1,A 天 3 时 ,有 惟一 解 ; 
(2) 当 =3 时 ,无 解 ; 


机 = 科 
(3) 当 = 1 时 ,有 无 穷 多 解 ,其 通 解 为 | 中 | 1 + 
1 








3.6 提示 :参考 题 13 解 , 方 程 组 系数 行列 式 





1 工 < 全 
141= 2 a+3 -3|=(a+l)(-1， 
和 1、 玫 





故 (1) 当 a 天 -1 且 4 关 1 时 有 惟一 解 ; 
(2) 当 a= -1 时 , 若 6 天 2, 方 程 组 无 解 ; 若 0 = 2 方程 组 有 无 穷 多 解 , 其 通 解 是 
x=c(l.-1.0)7+(0,0,-DT (cER); 
(3) 当 4=1 时, 若 a 天 0, 方 程 组 无 解 ; 若 o = 0 方程 组 有 无 穷 多 解 ,其 通 解 是 
fs=3 工 们 
0 


(cveaER)， 
gj 1 








第 四 章 
向 量 组 的 线性 相关 性 


基本 要 求 


1. 理解 ， 维 向 量 的 概念 ,理解 向 量 组 的 概念 及 向 量 组 与 矩阵 的 对 应 

2. 理解 向 量 组 的 线性 组 合 的 概念 ,理解 一 个 向 量 能 由 一 个 向 量 组 线性 表示 
的 概念 并 见 有 悉 这 一 概念 与 线性 方程 组 的 联系 - 

3. 理解 向 量 组 日 能 由 向 量 组 A 线性 表示 的 概念 及 其 矩阵 表示 式 ,知道 这 
一 概念 与 矩阵 方程 的 联系 .知道 两 向 量 组 等 价 的 概念 . 

4, 理解 向 量 组 线性 相关 ,线性 无 关 的 概念 ,并 熟悉 这 一 概念 与 齐 次 线性 方 
程 组 的 联系 . 

5. 理解 向 量 组 的 最 大 无 关 组 和 向 量 组 的 秩 的 概念 ,知道 向 量 组 的 秩 与 矩阵 
的 秩 的 关系 .会 用 矩阵 的 初等 变换 求 向 量 组 的 秩 和 最 大 无 关 组 . 

6. 了 解 向 量 组 线性 相关 性 理论 的 主要 结论 , 即 教材 中 定理 1 - 5. 

7. 理解 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 的 概念 及 系数 符 阵 的 秩 与 全 体 解 向 量 
的 秩 之 间 的 关系 ,熟悉 基础 解 系 的 求法 . 理解 非 齐 次 线性 方程 组 通 解 的 构造 . 

8. 知道 向 量 空间 向 量 空间 的 基 和 维 .向量 组 生成 的 空间 、 齐 次 线性 方程 组 
的 解 空间 等 概念 .会 求 向 量 在 一 个 基 中 的 坐标 . 


内 容 提 要 


1. 7 维 向 量 向量 组 
7 个 有 次 序 的 数 a, ,wz ,…,a, 构成 的 有 序数 组 称 为 ” 维 向 量 ,其 中 w 称 为 
这 个 向 量 的 第 ; 个 分 量 . 记 
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a 与 qd' 分 别称 为 列 向 量 与 行 向 量 .也 就 是 列 矩阵 与 行 矩 阵 ,并 规定 向 量 的 运算 
规则 与 矩阵 相同 .教材 约定 :所 论 向 量 如 未 指明 是 列 向 量 还 是 行 向 量 , 就 当做 是 
列 向 量 . 
若干 个 同 维 数 的 列 向 量 (或 同 维 数 的 行 向 量 ) 所 组 成 的 集合 叫做 向 量 组 .一 
个 向 量 组 可 以 含有 限 个 向 量 , 也 可 以 含 无 限 个 向 量 ,教材 先 讨 论 含有 限 个 向 量 的 
向 量 组 .再 把 所 得 结果 推广 到 含 无 限 个 向 量 的 向 量 组 . 
含有 限 个 向 量 的 向 量 组 可 以 构成 一 个 矩阵 . 
2. 线性 组 合 与 线性 表示 
(1) 向 量 bp 能 由 向 量 组 A:al,as,…,aw 线性 表示 
人 方程 组 ra + raas+…+roaw=( 或 记 作 4x=b) 有 解 . 
人 Ra,a:,…,qav)=Ra,…,av,b) (定理 1, 上 章 定理 5). 
(2) 向 量 组 B:b .b: ,…,b 能 由 向 量 组 A:a,,a:,…,aw 线性 表示 
傅 矩 阵 方程 (al ,a: ,…,av)X= (0 …, 久 ) (或 记 作 4X = 她) 有 解 
所 存在 矩阵 K。.， ,使 B= 4K 
全 R(4)=R(4, 有 B). (定理 2, 上 章 定理 6) 
=>R(B) 福 R(4) (定理 3, 上 章 定理 7). 
(3) 向 量 组 A 与 向 量 组 日 等 价 (能 相互 线性 表示 ) 
雪 RG4)=RB)=R4,B). 
3. 线性 相关 与 线性 无 关 
向 量 组 A:a, ,a: ,…,a。 线性 相关 
人 怠 齐 次 线性 方程 ral + raz+ …+ rwaw=0( 或 记 作 Ar=0) 有 非 零 解 
名 R(al ,al,…,av)<m (定理 4, 上 章 定理 4). 
4. 向 量 组 线性 相关 性 的 重要 结论 除 上 列 定理 1 一 4 而 外 ,还 有 
(iD 向 量 组 al ,… ,av( 灵 亿 2) 线 性 相关 的 充 要 条 件 是 存在 某 个 向 量 o (1 
j 扫 六 ) ,使 @ 能 由 其 余 袜 -1 个 向 量 线性 表示 . 
(iD 车 向 量 组 ao ,…,a, 线性 相关 , 则 向 量 组 al ,…，,a va，…,aw，* 也 线 
(证 )》 ma 个 半 维 向 量 组 成 的 向 量 组 , 当 癌 > 交 时 一 定 线性 相关 
(iv) 设 向 量 组 A:a, ,ai,…,a。 线性 无 关 , 而 向 量 组 al,…，,aw,b 线性 相 
关 , 则 向 量 ) 必 能 由 向 量 组 A 线性 表示 , 且 表 示 式 是 惟一 的 . 
5$. 向 量 组 的 最 大 无 关 组 与 向 量 组 的 秩 
(1) 定义 与 等 价 定义 
如 果 在 向 量 组 A 中 能 选 出 > 个 向 量 a, ,a; ,…',a, ,满足 
(i) 向 量 组 Au :al ,a; ,…,a, 线性 无 关 ; 
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(ii 向 量 组 A 中 任意 -+ 1 个 向 景 都 线性 相关 ,那么 称 向 量 组 A, 是 向 量 组 
A 的 一 个 最 大 无 关 组 ;最 大 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 ~ 称 为 向 量 组 A 的 秩 , 记 作 
R、 .只 含 零 向 量 的 向 量 组 没有 最 大 无 关 组 ,规定 它 的 秩 为 0. 

等 价 定义 :上 述 定义 中 的 条 件 (ii) 可 改 为 

(iii) 向 量 组 A 中 任 一 向 量 都 能 由 向 量 组 A 线性 表示 . 

(2) 只 含有 限 个 向 量 的 向 量 组 A:a,,a,.…,a。 构成 下 阵 4 = (ay,a:,…， 
au ) ,那么 ,矩阵 4 的 最 高 阶 非 零 子 式 所 在 的 列 是 向 量 组 A 的 一 个 最 大 无 关 组 ， 
拖 阵 4 的 秩 等 于 向 量 组 A 的 秩 , 即 

R(4)= 有 Ra,a ao)=R 
因此 ,前 述 定理 1.2 .3 .4 中 出 现 的 矩阵 的 秩 都 可 用 向 量 组 的 秩 代替 . 

(3) 利用 最 大 无 关 组 和 向 量 组 的 秩 , 可 以 把 定理 1.2 .3 推广 到 含 无 限 个 向 
景 的 向 量 组 . 

6. 设 ”元 齐 次 线性 方程 组 4 ,x=0 的 解 集 为 S, 则 

R(4)+ Rs=). 

解 集 S 的 一 个 最 大 无 关 组 称 为 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 . 设 R(4)= ~， 
则 Rs, = -~, 知 基础 解 系 含 ，- r 个 解 向 量 . 设 6 ,6 ,…',5 -为 齐 次 线性 方 
程 组 的 基础 解 系 , 则 其 通 解 为 

= 人 + cvER) 

齐 次 线性 方程 组 的 解 集 S 是 非 空 集合 ,并 且 对 向 量 的 线性 运算 封闭 ( 即 若 
5 EES, 则 5 +)EES, 其 中 四 ,); 为数 ), 故 S 是 一 个 向 量 空 间 , 称 为 
齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 . 

7. 设 非 齐 次 线性 方程 组 Ar = 5 的 一 个 特 解 为 ,对 应 的 齐 次 线性 方程 
4x = 0( 也 称 为 非 齐 次 方程 组 的 导出 组 ) 的 基础 解 系 为 5 ,…,5, -，, 则 非 齐 次 方 
程 的 通 解 为 

王 呈 全 ”十 和 十 co 

8. 向 量 空间 

(1 设 V 为 ” 维 向 量 的 集合 ,如 果 V 非 空 , 且 V 对 于 向 量 的 线性 运算 封 
闭 ,那么 V 就 称 为 向 量 空间 . 

向 量 空间 V 的 最 大 无 关 组 称 为 V 的 基 , 向 量 空间 V 的 秩 Rv 称 为 V 的 维 
数 . 若 R, = ~, 则 称 V 为 ~ 维 向 量 空间 . 

设 ~ 维 向 量 空间 V 的 一 个 基 为 六 , 产 ,…, 天 , 则 任 一 向 量 wE V, 总 有 惟一 
的 一 组 有 序数 1 ,):,…, 使 


=Aji+hzj+…+AT， 
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有 序数 组 M,,): ,… ,)， 就 称 为 向 量 " 在 基 六 . 疡 ，……, 交 中 的 坐标 . 
(2) 给 定 ” 维 向 量 组 A :al ,a: ,…,a。 ,集合 
L(al as, ,as)= ix=Aa+T… 二 oao| KE 录 上 
是 一 个 向 量 空间 , 称 为 出 向 量 组 A 所 生成 的 向 量 空间 . 
向 量 组 A 与 向 量 组 已 等 价 会 A 组 与 忆 组 所 生成 的 向 量 空间 相等 . 


学 习 要 点 


本 章 介绍 线性 代数 的 几何 理论 .把 线性 方 穆 组 的 理论 * 翻 译 " 成 几何 语言 (或 
称 向 量 语言 ) 即 可 得 本 章 的 理论 .因此 ,掌握 几何 语言 , 即 掌握 本 章 中 的 概念 ( 定 
义 ) 是 学 好 本 章 的 关键 .方程 组 理论 是 在 矩阵 运算 和 矩阵 的 秩 的 基础 上 建立 起 来 
的 ,几何 的 基本 元 素 是 向 量 ,而 向 量 组 可 等 同 于 矩阵 ,内 此 ,矩阵 是 连接 方程 组 理 
论 与 几何 理论 的 纽带 ,又 是 解决 问题 时 最 常用 的 方法 .学 习 本 章 要 特别 注意 方程 
语言 .矩阵 语言 ,几何 语言 三 者 之 间 的 转换 .突出 的 典型 问题 是 对 关系 式 
(5 vB2 5 )=(el,ez…… von) 其 ( 轨 =AK) 





所 作 的 解释 : 

抢 阵 语言 :B 是 4 与 天 的 乘积 垂 阵 ， 

方程 语言 :K 是 矩阵 方程 4AX = B 的 -- 个 解 ; 

几何 语言 :向 量 组 日 能 由 向 量 组 A 线性 表示 ,天 是 这 一 表示 的 系数 矩阵 . 

总 之 ,注重 掌握 概念 (定义 ) ,强调 矩阵 的 表示 形式 ,熟悉 三 种 语言 的 转换 , 便 
可 直接 待 出 本 章 定理 1~4, 亨 定理 5 的 证 明 可 看 做 是 用 年 阵 方法 解 题 的 范例 . 

把 矩阵 的 秩 引申 到 向 量 组 的 秩 , 给 秩 的 概念 赋予 几何 解释 .并且 由 于 向 车 组 
可 以 含 无 限 多 个 向 量 ,从 而 使 秩 的 概念 深入 到 更 广阔 的 领域 . 

本 章 第 二 部 分 内 容 是 用 几何 语言 来 讨论 线性 方程 组 的 解 ,建立 起 线性 方程 
组 理论 中 另 一 个 重要 定理 :mw 元 齐 次 线性 方程 组 Ar =0 的 解 集 S 的 秩 Rs=) 
R(4). 并 由 此 提出 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 的 概念 ,阐明 了 齐 次 和 非 齐 次 线 
性 方程 组 通 解 的 结构 . 这 是 本 章 又 一 重点 ,学 习 时 要 与 上 章 求解 线性 方程 组 的 方 
法 相 结合 .对 于 用 和 抢 阵 初等 行 变换 求解 线性 方程 组 的 方法 ,不 仅 要 熟练 掌握 ,而 
且 要 理解 其 原理 ,从 而 能 灵活 运用 . 

本 章 最 后 一 部 分 是 向 量 空间 有 关 知 识 的 介绍 .按照 “工科 类 高 等 数学 课程 教 
学 基本 要 求 ", 学 习 时 只 需 了 解 下 列 概念 :向 量 空间 . 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 、 
向 量 组 ae, ,.…,a。 所 生成 的 向 量 空间 L(a, ,…,av ) .向 量 空间 的 基 和 维 数 .对 于 
教学 要 求 较 高 的 读者 ,可 阅读 教材 第 六 章 $1 和 8 2. 





释疑 解难 


间 4.1 线性 相关 与 线性 才 示 这 两 个 概念 有 什么 区 别 和 联系 ? 

答 向 最 组 Aiai ,as,….a. 线性 相关 是 指 齐 次 线性 方程 (ol ,ay ，…， 
ax= 0 有 非 零 解 ,向量 能 出 向 量 组 必 线性 表示 是 指 非 齐 次 线性 方程 (a，， 
sa)x = 是 有 解 . 齐 次 方程 Ax - 0 是 否 有 非 零 解 与 非 齐 次 方程 Ax = 是 
符 有 解 ,显然 是 两 个 不 同 的 问题 ,由 此 可 知 线性 相关 与 线性 表示 这 两 个 概念 的 
区 别 . 

教材 在 提出 向 项 组 线性 相关 性 的 定义 后 .接着 便 指出 :向 最 组 A: av， 
oa (mi 写 2) 线 性 相关 的 充 要 条 件 尾 向 量 组 A 中 至 少 有 一 个 向 量 能 由 其 
余 几 -1 个 向 量 线 性 表示 .这 个 充 要 条 件 就 把 线性 相关 与 线性 表示 这 两 个 概念 
联系 了 起来 ,我 们 党 把 这 个 和 要 条 件 作为 向 重组 线性 相关 性 的 等 价 定义 .向 量 组 
A 中 至 少 有 一 个 向 后 能 由 其 余 向 量 线性 表示 .也 就 是 A 的 几 个 向 量 之 间 至 少 
有 一个 线性 关系 式 ,这 就 是 向 量 组 A 线性 相关 的 涵义 

按 此 等 价 定义 ,向 最 组 A 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 A 中 任意 一 个 向 量 均 不 能 
由 其 余 向 量 线性 表示 , 即 向 量 组 A 的 m 个 向 重 之 间 没 有 线性 关系 .形象 地 说 ， 
即 * 谁 也 表示 不 了 谁 ", 这 种 "独立 "性 正 是 向 量 组 A 线性 无 关 (linearly indepen- 
dent, 也 有 人 称 之 为 线性 独立 ) 所 包含 的 意义 ， 

间 4.2 两 个 矩阵 的 等 价 与 两 个 向 量 组 的 等 价 有 什么 区 别 和 联系 ? 

答 矩阵 A 与 甩 等 价 指 的 是 4 可 以 通过 有 限 次 初等 变换 变 成 四 ,因此 ,两 
个 不 同型 的 矩阵 是 不 可 能 等 价 的 ;两 向 量 组 的 等 价 指 的 是 它们 能 够 相互 线性 表 
示 , 于 是 ,它们 各 自 所 含 向 量 的 个 数 可 能 是 不 一 样 的 . 例如 二 维 向 量 组 A:a = 
全 维 由 量 组 B; | 人 4 是 等 从 的 .但 前 者 只 含 一 个 向 量 ; 而 后 
者 含有 无 穷 多 个 向 量 . 

两 矩阵 的 等 价 与 两 向 量 组 的 等 价 ,两 者 的 联系 在 于 ， 

《1D 车 矩 阵 A 经 初等 生变 换 变 成 且 , 即 A 与 甩 行 等 价 , 则 A 与 有 的 行 向 量 
组 等 价 ;车 A 经 初等 列 变换 变 成 C, 即 A 与 C 列 等 价 , 则 A 与 C 的 列 向 量 组 等 
价 ; 若 A 既 经 初等 行 变换 又 经 初等 列 变换 变 成 D ,那么 矩阵 4 与 D 等 价 ,但 A 
与 D 的 行 向 量 组 与 列 向 量 组 未 必 等 价 、 

(2) 反 过 来 , 设 两 列 向 量 组 等 价 . 苦 它们 所 含 向 量 个 数 不 相 同 , 则 它们 对 应 
的 两 个 矩阵 是 不 同型 的 ,因而 不 等 价 ; 若 它们 所 含 向 量 个 数 相同 (例如 都 含有 


94 第 四 章 向 量 组 的 线性 相关 性 





个 ) ,那么 它们 对 应 的 两 个 ”x 六 矩阵 (这 里 "为 向 量 的 维 数 ) 列 等 价 , 从 而 一 定 
等 价 ,但 不 一 定 行 等 价 .例如 


1 汪 和 < 1 0 1 二 二 
向 量 组 A: 人 .人 4] 三 向 量 组 昌 : 人 (。] 等 作 ， 它们 对 应 的 矩阵 4 = 
站 ， 冯 1 0 
( 35 人 0] 列 等 从 ,从 而 4 5B 等 价 ,但 非 行 等 价 

类 似 地 , 若 两 个 含 向 景 个 数 相同 的 行 向 量 组 等 价 , 则 它们 对 应 的 两 矩阵 行 竺 
价 , 从 而 一 定 等 价 , 但 不 一 定 列 等 从 

间 4.3 何谓 两 个 向 最 组 各 个 向 量 之 间 有 相同 的 线性 关系 ? 

答 称 ， 维 向 量 组 A:a,,a:,…,a。 与 ! 维 向 量 组 下 :bi ,bb ,bo( 这 里 
与 ! 可 以 相等 ,也 可 以 不 相等 ) 各 向 量 之 间 有 相同 的 线性 关系 是 指 :(i) o 与 必 
一 一 对 应 ;(iD A 的 任 一 部 分 组 @，,a ，…:,a 具有 某 种 线性 关系 的 充 要 条 件 是 
B 的 对 应 的 部 分 组 ,b,,，…', 妨 有 相同 的 线性 关系 . 

特别 地 ， 

an ,an 是 A 的 最 大 无 关 组 全 br ,bx 是 有 的 最 大 无 关 组 ; 

四 = an + huan 所 用 = Ab + 和 + ab (=1,2， 





71) . 
教材 中 指出 , 当 齐 次 方程 (al ,…,av)x=0 与 (总 ,…,b)x=0 同 解 时 ,向 
量 组 A 与 向 量 组 日 中 各 向 量 之 间 有 相同 的 线性 关系 ,这 是 因为 : 
(aa as)x=0 与 (bb….b.)x=0 同 解 
全 (aa )y7=0 与 (bb )7=0 同 解 
一 oa， 与 加 ，…b, 有 相同 的 线性 关系 . 
问 4.4 和 抢 阵 的 初等 行 变换 对 矩阵 的 列 向 量 组 和 行 向 量 组 各 有 什么 作用 ? 
答 ” 设 矩 阵 4 经 初等 行 变换 成 为 也 ,那么 
(1) 和 矩阵 4 与 B 的 行 向 量 组 等 价 ,也 即 它们 能 相互 线性 表示 . 于 是 齐 次 方 
程 hx=0 与 Br=0 同 解 ,这 是 用 初等 行 变换 求解 线性 方程 组 的 理论 基础 
(2) 和 矩阵 4 和 如 的 列 向 量 组 有 相同 的 线性 关系 ( 见 问 4.3). 这 是 用 初等 行 
变换 求 出 4 的 列 向 量 组 的 最 大 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 该 最 大 无 关 组 (惟一 地 ) 
线性 表示 问题 的 理论 基础 . 进一步 ,从 解 方程 角度 看 , 它 可 用 来 求 非 齐 次 方程 
4xr=b 的 特 解 ( 见 例 11 之 析 ) . 
以 上 这 几 个 问题 贯穿 于 本 章 的 计算 问题 中 . 
问 4.5 ”如何 从 向 量 组 线性 表示 的 观点 认识 两 矩阵 的 乘积 ? 
答 ” 设 矩 阵 4=(a)。。,B=() 9C=(c)。 且 
C=4B. (4.1) 


大 颖 都 稚 05 





我 们 在 第 二 章 学 会 了 如 何 计算 C ;在 第 三 章 中 又 了 解 了 R(C)sminiR(4)， 
R(B)1( 矩 阵 秩 的 性 质 ) .在 这 一 章 中 ,我 们 可 以 用 更 深刻 ,更 本 质 的 观点 来 审视 
关系 式 (4.1) 

(1) 把 4 和 C 用 其 列 向 量 表示 为 4=(al,a,…,.a,) 和 C=(clcy,…， 
ci), 有 


6， 0 
万 ， 着 区 六 ， | 
(eessrse0=(asae | 机 站， 
0 | 
由 分 块 矩阵 乘法 规则 有 
c=buai+…+bua， (=1L)， (4.2) 


上 式 表明 4 的 列 向 量 组 通过 妃 的 各 分 量 加 (人 = 1,2,…,) 作 为 对 应 系数 线性 
组 合成 C 的 第 ) 列 向 量 e, (简称 通过 局 组 合成 c, ) .整体 看 ,C 的 ! 个 列 向 量 都 呈 
人 的 列 向 量 组 的 线性 组 合 , 也 即 C 的 列 向 量 组 能 由 4 的 列 向 量 组 线性 表示 ,而 
且 是 这 一 线性 表示 的 系数 和 矩阵 (由 此 也 可 推 得 矩阵 秩 的 性 质 R(C) 入 R(4)). 
这 事实 反 过 来 也 是 对 的 , 即 如 果 C 的 列 向 量 组 能 由 4 的 列 向 量 组 线性 表示 , 那 
么 必定 存在 矩阵 刀 , 使 (4.1) 式 成 立 . 这 一 观点 在 本 章 的 例题 及 习题 中 广泛 采用 ， 
值得 读者 注意 . 

(2) 当 C= 4B 时 ,C 的 行 向 量 组 是 B8 的 行 向 量 组 的 线性 组 合 ,这 只 要 对 
CT =B 7 47 讨论 即 可 ,不 再 熬 述 . 

(3) 从 解 方程 角度 看 ,(4.2) 式 表明 非 齐 次 方程 

如 

有 解 x= 凡 ,j=1,2,…,L; 整 体 看 ,矩阵 方程 4AX= C 有 解 X= 有 B. 

问 4.6 向 量 组 的 最 大 无 关 组 有 什么 重要 意义 ? 

答 设 4A, 是 ，” 维 向 量 组 A 的 一 个 最 大 无 关 组 .那么 A, 的 良好 性 质 是 : 
(1) AvCA, 且 所 含 向 量 个 数 "= Rs2;(2) A。 组 与 A 组 等 价 ,从 而 有 R。 = 
RA, = r;(3) 在 所 有 与 A 组 等 价 的 向 量 组 中 ,A。 组 含 的 向 量 个 数 最 少 .事实 上 ， 
设 B 是 任 一 与 A 组 等 价 的 向 量 组 ,由 等 价 的 传递 性 ,已 组 与 Au 组 等 价 , 从 而 有 

R(B)=R(A,)=r， 

于 是 B 组 向 量 个 数 之 ~- 

这 样 ,用 A。 组 来 “代表 "A 组 是 最 佳 不 过 的 了 .特别 , 当 A 组 为 无 限 向 最 组 
时 ,就 能 用 有 限 向 量 组 来 代表 ”", 而 有 限 向 量 组 的 问题 可 进一步 转化 为 矩阵 的 问 
题 ; 凡 是 对 有 限 向 量 组 成 立 的 结论 ,用 最 大 无 关 组 作 过 湾 ,立即 可 推广 到 无 限 向 
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量 组 的 情形 中 去 .这 主 是 最 大 无 关 组 的 意义 所 在 .教材 依次 把 定理 2 和 定理 3 推 
广 为 定 理 2 和 定理 3 用 的 就 是 这 个 方法 . 

问 4.7 向 量 组 的 最 大 无 关 组 与 向 量 空间 的 基 有 什么 区 别 与 联系 ? 

答 〈1) 由 定义 , 除 零 空 间 外 , 任 一 向 量 空间 作为 一 个 向 量 的 集合 必定 是 无 
限 集 . 但 向 量 组 所 含 向 量 个 数 可 以 是 有 限 多 个 . 

(2) 反 过 来 , 设 V 是 向 量 空间 ,把 V 看 做 一 个 无 限 向 量 组 , 则 V 中 向 最 组 
Au:ai,az,…，,a, 是 V 的 一 个 基 的 充 要 条 件 是 A, 是 V 的 一 个 最 大 无 关 组 .向 
量 空 间 V 的 维 数 就 等 于 向 最 组 V 的 秩 . 这 时 .可 以 认为 只 是 所 用 的 名 称 或 "版 
本 "不 同 而 已 

(3) 如 果 向 量 空间 V 是 由 * 个 向 量 的 向 量 组 A :al ,ae:,…,a, 所 生成 的 , 即 

V=LCa,a:,…a,)、 
这 时 , V 与 向 量 组 A 的 联系 特别 紧密 .表现 在 以 下 几 个 方面 

1) ACYV, 有 向量 组 A 与 向 量 组 V 等 价 ; 

2) 向 量 组 A 的 任 一 个 最 大 无 关 组 是 V 的 一 个 基 ; 

3) V 的 维 数 等 于 向 量 组 A 的 秩 . 

问 4.8 向 量 空 间 的 基 有 什么 重要 意义 ? 

答 如 问 4.7 所 述 ,” 维 向 量 所 构成 的 向 量 空间 V( 零 空间 除外 ) ,必定 含 无 
限 多 个 向 量 . 但 V 的 任 一 个 基 所 含 向 量 个 数 小 于 等 于 ”; V 中 任 一 个 向 量 都 是 
这 个 基 的 线性 组 合 , 即 可 以 由 该 基线 性 表示 .于 是 ,把 握 住 基 也 就 把 握 了 整个 向 
量 空间 ;把 握 住 有 限 个 (个 数 迄 ”) 向 量 , 也 就 把 握 了 无 限 多 个 向 量 , 其 意义 当然 
是 很 深刻 的 .这 与 向 量 组 用 它 的 最 大 无 关 组 来 "代表 "的 意义 是 完全 相同 的 . 
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证 明 向 量 组 ol ,a: 与 向 量 组 bu ,5 ,5 等 价 . 

析 本 例 的 目的 是 运用 定理 2 的 推论 来 证 明 两 向 量 组 等 价 .定理 2 的 推论 
指明 了 两 个 向 量 组 等 价 的 充 要 条 件 : 

向 量 组 A 与 向 量 组 已 等 价 

扫 R(4A,B)=R4A)=RB). 
前 者 是 抽象 的 R" 中 的 问题 ,而 后 者 则 是 具体 的 ,可 程式 化 计算 的 问题 , 因 它 可 进 


例题 剖析 与 增 放 97 


- 步 归结 下 阵 的 行 阶梯 形 

例 3 证 明 :w 维 单位 坐标 向 量 组 el ,e ,…,e, 能 由 问 量 组 A 线性 表示 的 充 
分 必要 条 件 是 R(4) 一 1 

析 本 例 有 两 方面 的 意义 :大 家 知道 $ 中 任 一 向 生 组 A 部 能 由 开 组 线性 表 
未. 反 过 来 ,如 果 开 组 能 由 人 组 线性 表示 ,那么 A 组 点 满足 什么 条 件 ? 本 例 就 
给 出 了 它 的 充 要 条 件 . 

本 例 用 方程 的 语言 来 叙述 即 为 : 

设 4 为 mxm 和 矩阵, 则 矩阵 方程 4X = 五 有 解 的 充 区 条 件 是 R(A)= ，, 即 
4 的 秩 等 于 4 的 行 数 ( 称 之 为 行 满 秩 阵 ). 此 结论 可 看 做 是 矩阵 可 逆 概 念 的 推广 
( 当 4 为 方 阵 时 ,方程 4AX = 天 有 解 也 就 是 4 可 逆 ). 

例 6 已 知 向 量 组 al ,al,a' 线性 无 关 ,有 = al +a:,b: =a+ ab = 
a, + ai, 试 证 向 量 组 训 .b: ,b， 线性 无 关 

析 本 例 具有 典型 意义 , 它 讨论 在 向 量 组 A:al,ai,ai 线性 无 关 的 条 件 
下 ,由 它们 的 若干 个 线性 组 合 所 构成 向 量 组 有 :bb: .5 的 线性 相关 性 . 因 问 量 
组 A, ,Ai,A, 中 向 量 没 有 给 出 它们 的 分 量 ,故而 不 能 具体 计算 出 向 量 组 唱 , 也 
就 无 从 通过 初等 行 变换 等 方法 求 向 量 组 B 的 秩 , 进 而 判定 它 是 否 线性 相关 .对 
于 这 一 类 未 给 出 分 量 数值 的 向 量 组 的 线性 相关 性 .本 例 给 出 两 种 基本 而 奏效 的 
方法 . 

证 明 时 ,首先 把 已 知 条 件 表 述 成 矩阵 乘积 形式 : 

(bi .bb )=(alaz,as) 天 .或 B= 4AK. 

接着 ,证 -- 利 用 向 量 组 总 ,5b: ,b: 线性 无 关 等 价 于 齐 次 方程 Bx =0, 即 4(Kx)= 
0 只 有 有 零 解 .读者 应 注意 :此 时 要 把 Kx 看 做 一 个 3 维 向 量 ; 证 二 则 由 系数 矩阵 
天 满 秩 ,根据 矩阵 秩 的 性 质 而 得 证 .本 例 更 一 般 情 形 可 参见 习题 17. 

例 10 设 向 量 组 妃 能 由 向 量 组 A 线性 表示 , 且 它 们 的 秩 相等 ,证 明 向 量 组 
A 与 向 量 组 总 等 价 . 

析 本 例 的 目的 是 熟悉 各 种 关系 之 间 的 转换 . 按 定 理 2 的 推论 ;向 量 组 A 
与 已 等 价 的 充 要 条 件 是 R, = Ru = Re( 其 中 C 表示 A 与 吾 合 起 来 的 向 量 组 )， 
此 条 件 可 分 解 为 R,= Ru 且 R,= Re .而 按 定理 2: Rs = Re 可 转换 成 旦 组 能 由 
A 组 线性 表示 .把 上 述 各 种 关系 的 转换 搞 清楚 , 即 得 本 例 的 证 明 . 

学 好 第 四 章 的 关键 正 是 熟悉 方程 组 .矩阵 .向量 组 三 者 之 问 的 转换 ,因为 第 
四 章 的 多 数 定理 都 是 第 三 章 的 定理 转换 过 来 的 (或 转换 后 略 作 推导 而 得 ) ,第 四 
章 的 “新 "定理 只 有 一 个 定理 7. 

例 11 设 矩 阵 
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求 矩 阵 4 的 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 ,并 把 不 属于 最 大 无 关 组 的 列 向 量 用 最 
大 无 关 组 线性 表示 . 

析 (1) 本 例 无 论 在 理论 上 还 是 计算 实践 上 都 上 共有 重要 意义 .本 例 的 理论 
依据 是 矩阵 4 通过 初等 行 变换 成 为 及 , 即 4 了. 则 4 与 B 的 列 向 量 组 各 向 量 
之 间 共 有 相同 的 线性 关系 ( 见 问 4.3); 主 要 工具 是 矩阵 4 的 行 最 简 形 . 具体 方 
法 为 : 设 R4)=. 则 4 的 行 最 简 形 吾 中 有 列 为 单位 坐标 向 报 el ve ,…，e， 
8 中 其 余 列 可 以 非常 方便 .几乎 是 一 目 了 然 地 写成 它们 的 线性 组 合 .这 时 ,4 的 
列 向 量 组 中 纵 含 的 复杂 线性 关系 也 就 随 之 而 揭示 出 来 了 :4 中 对 应 于 有 中 e， 
e:, ,er 的 列 构成 4 的 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 ,其 余 列 向 量 用 此 最 大 无 关 
组 线性 表示 的 系数 与 B 中 对 应 列 用 el ,e:,…',e' 线性 表示 的 系数 依次 相同 . 

(2) 用 解 方程 的 观点 审视 本 例 . 由 
,ay ,avas) < (5 0 bb， ,5 85) 

及 ,bb 为 单位 坐标 癌 量 . 知 ol ,a:.a; 为 4 的 最 大 无 关 组 .为 求 ay,as 用 
aa: ,ay 线性 表示 的 阜 阵 . 需 解 方程 (al ,as,a,)X= (ai,as) .为 此 ,把 方程 的 
增 广 第 阵 化 为 行 最 简 形 ,有 


(a 
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| 
| 
其 中 X= .由 此 可 知 夺 为 方程 





(al ,az,a:)X=(as,as) 
的 惟一 解 .利用 (ao ,a: ,a:,a:,as) 的 行 最 简 形 得 到 X .可 看 做 是 上 述 方程 的 一 
种 " 非 标准 程序 "的 解法 . 
例 12 求 齐 次 线性 方程 组 
w+ 了 3 一 2 了 4 一 0 
12ri -5z:+3rs+2ri=0， 
(7zr, -7zr+3zri+zri=0 
的 基础 解 系 与 通 解 . 
析 本 例 是 基本 的 求解 齐 次 方程 的 训练 题 . 与 第 三 章 解 决 同一 问题 的 方法 
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相 比较 . 现 在 求解 此 问题 时 .已 大 致 有 三 个 方面 的 提高 : 解 题 思想 更 具 理 论 意义 ; 
手法 也 更 加 丰富 .灵活 ;并 在 第 $ 节 中 赋 子 它 的 解 集 以 鲜明 的 几何 意义 . 

由 定理 7, 齐 次 方程 4。. .x=0 的 解 集 S 的 秩 为 - R(4). 它 表明 ,在 ， 给 
定时 , 解 集 S 作为 无 限 集合 , 它 的 秩 完全 由 R(4 ) 所 决定 .只 要 求 得 S 的 一 个 最 
大 无 关 组 , 即 原 方程 的 基础 解 系 ,就 能 够 用 它 来 刻画 解 集 S. 这 就 指出 了 求 齐 次 
方程 通 解 的 另 一 重要 途径 

例 13 设 4。,.B.,=O, 证 明 R(4)+R(B) 三 7 

析 剖析 式 子 4B = O 的 一 个 关键 的 观点 是 3 的 ! 个 列 向 量 是 齐 次 方程 
4x=0 的 解 .这 一 观点 在 本 章 补 例 和 习题 解答 中 多 次 采用 .同时 ,本 题 的 结论 , 作 
为 矩阵 秩 的 重要 性 质 之 一 (矩阵 秩 的 性 质 @) ,应 子 重 视 . 

人: 汐 区 ;三 
例 24 设 4=(asaa0= | 2 -1 .8=(bb)= 
t-1 2 3j 
验证 al ,ax ,aq 是 民 的 一 个 基 ,并 求 b, .b: 在 这 个 基 中 的 坐标 . 

析 本 例 是 关于 向 量 空间 的 问题 ,也 即 线性 代数 中 的 几何 问题 ,但 就 计算 本 
身 而 言 ,只 需 将 它 转换 (或 翻译" ) 为 一 般 的 矩阵 问题 :求解 矩阵 方程 4AX = 也 . 
因此 可 以 用 第 三 章 例 3 的 方法 ,也 可 用 第 四 章 例 11 的 方法 ,那里 我 们 已 讨论 了 
比 这 问题 更 复杂 ,更 一 般 的 情况 . 

例 25 在 R: 中 取 定 一 个 基 al ,a:,oa:, 再 取 一 个 新 基 bl ,b:,b, 设 4= 
(al ,al,as),B=(b ,bb,). 求 用 al,a:,ay 表示 jb ,b:,b, 的 表示 式 ( 基 变换 
公式 ) ,并 求 向 量 在 两 个 基 中 的 坐标 之 间 的 关系 式 (坐标 变换 公式 ) . 

析 本 例 的 目的 是 利用 过 渡 矩 阵 的 概念 建立 R 中 一 般 的 基 变 换 及 坐标 变 
换 公式 .以 下 几 个 事实 是 有 用 的 . 

(1) 两 个 基 的 过 渡 矩 阵 必 定 是 可 逆 矩 阵 . 事 实 上 , 设 新 基 bi ,b: ,5 在 旧 基 
ai ,az ,as 中 的 系数 矩阵 为 已, 即 有 

(bb:,b)=(al,al,ai)P， 
则 由 例 6 之 析 ( 或 习题 17) 知 P 为 可 逆 矩 阵 , 称 它 为 从 旧 基 到 新 基 的 过 渡 和 矩阵、 

(2) 本 例 以 自然 基 作 为 “过 渡 ", 这 方法 在 解决 向 量 空间 的 某 些 问题 时 是 常 
用 的 . 

例 4.1 已 知 向 量 组 A :al,a:,…,a。( 六 三 2) 线 性 无 关 , 设 思 =a+a， 
D = aa + al, ,5。 = ao + ai, 试 讨论 向 量 组 日 :b, ,bb ,…，,b。 的 线性 相关 性 . 

解 一 “本 例 是 教材 例 6 的 直接 推广 ,因此 教材 上 两 种 证 法 均 可 沿用 到 本 例 . 
这 里 解 一 与 解 二 分 别 与 例 6 中 证 一 与 证 二 相对 应 . 

把 题 设 条 件 写 成 
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0 二 | 
(bb (al yaa | 人 
、: | 
l0 1 1 
并 把 上 式 记 作 
有 =4K、 (4.3) 
其 中 六 险 方 阵 关 即 为 号 组 由 全 组 线性 表示 的 系数 矩阵 .于 是 
向 量 组 昌 线性 无 关 


后 齐 次 方程 Brx = 和 只 有 零 解 (定义 4) 
二 4KY=0 只 有 零 解 〈((4.3) 式 代入 ) 
skKx=0 只 有 索 解 〈《 因 A 组 线性 无 关 ) 








雪 1KI 二 0. 
全 1 和 和 1 0 1 | 
人 -1 | 112, 为 奇数 ， 
而 IKl=| .，” :|-<cs|，， 上 
1 和 10,m 为 偶数 . 
0 1 1 0 和 1+(-D" 


因此 ,月 组 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 六 为 奇数 . 

解 二 用 矩阵 秩 的 性 质 考察 (4.3) 式 . 

车 | 天 | 关 0, 由 矩阵 秩 的 性 质 直 知 R(B)= RCA)= 放 , 即 矩 阵 加 的 秩 等 于 
其 列 数 , 故 向 最 组 及 线性 无 关 ; 反 过 来 , 若 有 组 线性 无 关 , 则 玉 (B)= 图 :此 时 ， 
由 矩阵 秩 的 性 质 个 ,R(K) 三 ROB)= 轨 .注意 到 天 为 症 阶 方 阵 , 故 R(K)= 
几 , 从 而 |K1 天 0. 于 是 向 量 组 如 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 |K| 天 0. 

例 4.2 设 向 量 组 A:a,,a:. 问 量 组 人 ,其 中 





{ 1 0 2 1 
中 | 四 
人 2 9: 一 1 0， | | 
(4 | 网 110j 


(1) 证 明 向 量 组 ^ 与 已 等 价 ;(2) 求 向 量 组 4 与 已 的 相互 线性 表示 的 表示 式 . 
解 ” 先 求 解 (2) , 若 (2) 已 解 出 ,(1) 自 然 成 立 . 为 此 ,把 向 量 组 4 和 日 合 起 来 
成 矩阵 .并 求 它 的 行 最 简 形 
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0 0 0 0) 
于 是 ,向 量 5 和 jb 满足 
1b=3a+a:， 
bb:=2atez， 


也 即 向 量 组 3 可 申 向 量 组 A 线性 表示 为 


Cao=tavanl 让 -oaok， 


其 中 , 甜 阵 K - ff 1 是 上 上述 级 性 表示 的 系数 生 阵 -显然 ,大 林道 ,上 由 大 1 
| 到 
| 3 .了 是 
] 人 
ae 
具体 写 出 ,有 


1ai=b -bo， 
5 = -2b, +3b2， 
从 上 知 两 向 莽 组 能 相互 线性 表示 , 故 它们 等 价 . 
注 “本 例 强调 矩阵 行 最 简 形 及 矩阵 的 运算 . 如 果 说 教材 例 2 的 方法 用 于 两 
人 向 量 组 的 “定性 ". 即 是 否 等 价 等 问题 的 讨论 , 则 本 例 的 方法 用 于 两 向 横 组 的 " 定 
芋 " 讨 论 , 即 具体 给 出 表示 式 . 当 系 数 阵 不 是 方 阵 时 ,-- 般 的 处 理 方法 可 参看 习 
题 2. 
例 4.3 设 4 是 xm 和 天 阵 ,B 是 六 xn 和 拢 阵 , 其 中 必 闪 . 若 4B= 巨 ,证 
明 有 的 列 向 量 组 线性 无 关 ( 正 , 为 ! 阶 单位 阵 ) . 
证 由 符 阵 4B = 尼 一 R(B) 之 RICE,)= 3; 
另 一 方面 , 因 吾 是 袜 xm 和 矩阵. 故 R(B) 坟 (< 站 ) .综合 上 而 两 个 不 等 
式 ,得 R(B)=，% .于 是 有 B 的 列 向 量 组 线性 无 关 . 
例 4.4 设 4 是， 阶 方 阵 . 若 向 量 x 满足 h*a =0. 而 4 天 0, 证 明 癌 基 
组 T:a,4Aa,…,4'a 线性 无 关 . 
证 ” 设 有 常数 lu, ,,)-, 使 
Math4aa+…+h 14 =0. (4.4) 
=>4A (ua+hha+…+h 4 ao)=0， 
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>ho4 aa=0( 因 4a=-4a=…=4x0a=0) 
一)hv=0( 因 4 ao 天 0)， 
于 是 (4.4) 式 成 为 
MAa+…t+h aa=0， 
二 4 (4Aa+…+h 4 ac)=0， 
= 玫 4 :aa=0 (与 上 同 理 )， 
一 ,=0， 
继续 这 个 过 程 ,最 终 证 得 1, =0.j =0,1.…,k-1. 由 定义 知 向 量 组 T 线性 无 
例 4.5 设 靖 x 姑 矩阵 4 的 秩 R(4)= m<m, 则 ( ) . 
(a) 4 的 任意 m 个 列 向 量 所 成 向 量 组 线性 无 关 
(b) 4 的 任意 一 个 六 阶 子 式 不 为 零 
(车 B4=O, 则 B=O 
(d) 通过 和 矩阵 的 初等 行 变换 , 必 可 化 为 (E,。,O) 的 形式 
解 选 (c). 给 出 两 种 方法 ,说明 它 正确 . 
方法 1 因 B4=O=>RB)+R(4) 扩 姓 (矩阵 秩 的 性 质 @) 
一 R(B)<0 ( 因 R(4)=) 
一 RIB)=02B=O; 
方法 2 因 B4=0O>=47BI=O ， 
一 有 B 的 列 向 量 是 齐 次 方程 Arx=0 的 解 
一 R(BT7) 扩 几 -R(47) (定理 7) 
=R(B)=RB')=0， 
与 方法 ! 中 结果 相同 . 
注 方法 2 中 的 推导 过 程 事实 上 就 是 矩阵 秩 的 性 质 @ 的 证 明 过 程 . 
对 选项 (a) ,(b),(d) ,只 需 构 作 反例 . 取 


1 0 0 
4 1 小 

显然 ,矩阵 4 是 行 满 秩 的 . 它 有 一 个 2 阶 子 式 为 零 ; 它 的 第 2、 第 3 列 向 量 线性 相 
关 ; 任 何 的 初等 行 变 换 都 无 法 把 4 化 为 (E, ,O) 的 形式 . 

下 面 是 一 组 有 关 线性 方程 组 理论 的 例题 .线性 方程 组 是 线性 代数 的 重要 内 
容 . 对 于 求解 线性 方程 组 的 基本 题 型 ,读者 应 予以 足够 重视 ,熟练 掌握 ,惟有 在 此 
基础 上 , 才 有 可 能 从 容 应 付 变化 多 端的 有 关 线性 方程 组 的 习题 .限于 篇 幅 , 一 般 
的 基本 题 型 不 再 在 此 举例 . 

例 4.6 设 有 ， 元 非 齐 次 方程 4x= 8, 则 (  ). 
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(a) 车 hx=0 只 有 零 解 , 则 4Ax= 有 惟一 解 

(b) Ar=b 有 惟一 解 的 充 要 条 件 是 R(4A)= 叶 

(c) 4hr=b 有 两 个 不 同 的 解 , 则 4x=0 有 无 限 多 解 

(d) 4xr= 刀 有 两 个 不 同 的 解 , 则 4Axr =0 的 基础 解 系 中 含有 两 个 以 上 向 量 

解 选 (c). 事 实 上 设 姑 们 为 方程 Ar= 的 解 , 则 夺 = 人 一 中 为 4x= 
0 的 非 零 解 ,于 是 集合 } 人 IAAE 玉 | 含 有 4x=0 的 无 限 多 个 解 . 

注 选项 (a) 错 ,因此 对 4Axr= 刀 不 -- 定 有 解 ; 选 项 (b) 错 , 因 充 分 性 不 成 立 ， 
即 当 RGA)=m 时 ,4Axr= 不 一 定 有 解 ;选项 (d) 错 , 因 Ar = 上 有 两 个 不 同 的 
解 ,只 能 推 得 方程 kx =0 存 在 基础 解 系 , 而 基础 解 系 中 向 量 个 数 应 是 ，- 
R(4), 它 可 以 是 1 到 ， 的 某 个 整数 . 

11 2 
例 4.7 设 3 阶 算 阵 A- |4 。 ， 3| .为 3 阶 非 零 和 阵 , 旧 AB = O. 
-1 


-21 


求 上 的 值 . 
解 ”由 题 设 4B = O ,用 拖 阵 秩 的 性 质 四 ,有 
R(4)+R(B) 近 3， 
又 因 B 为 非 零 矩阵 , 故 R(B ) 之 1, 结 合 以 上 两 式 知 


R(4A) 扩 2 
人 台 4 不 是 满 秩 矩阵 全 141=0(= -3. 

L 2 3| 
例 4.8 设 3 阶 算 阵 Q= |2 4 (| ,P 为 3 阶 非 零 惩 阵 , 且 PQ = O , 则 ( 

3 6 9| 
(a) 4=6 时 ,RCP)=1 (b) (=6 时 ,RCP)=2 
(c) :天 6 时 ,RCP)=1 (d) 天 6 时 ,RCP)=2 
解 选 (c). 说 明 如 下 : 
从 垂 阵 Q 可 知 ,@ 的 秩 

R(O)= | tf=6， 

12， 天 6. 


又 由 题 设 ,矩阵 POQ 满足 PO = O ,由 矩阵 秩 的 性 质 @ ,有 
R(P)+R(CO)<3 
综合 上 两 式 ,得 
民 人 过 | 人 0 
11， 1 天 6. 
又 卫 为 非 零 垂 阵 , 故 R(P) 之 1 ,最 终 得 
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11I<R(P) 和 2， 当 :=6 时 ， 
| RCP)=1.， 当 : 关 6 时 . 
注 选 (a) 是 错误 的 ,理由 是 当 !=6 时 , 延 阵 己 的 秩 R(P) 不 是 必须 等 于 1 
同 理 , 选 (b) 也 是 错 的 . 选 (d) 错 误 的 理由 是 当 : 拓 6 时 .有 R() 所 1. 
例 4.9 已 知 方程 组 








fu te …+wtorar 二 0 
j assry+azzrzt+…t+asaznrav= 
3 
Co 二 0 1 二 人 
的 一 个 基础 解 系 为 
0 1 | pa 
| os | | | 
本 
人 | | 
六 们 小生 太 .j 





试 写 出 方程 组 





LO Tt ba baayas=0 


的 通 解 ,并 说 明理 由 . 

解 ”本 题 虽然 计算 本 身 并 不 复杂 ,但 对 于 加 深 和 把 握 齐 次 线性 方程 组 理论 
很 用 助 . 

记 ，x2m 符 阵 4 和 上 用 分 别 是 方程 组 1 和 下 的 系数 矩阵 ,由 题 设 条 件 ,可 获 
得 下 列 信息 : 

(1D) 关于 矩阵 B: B7 的 ”个 列 向 量 是 方程 组 工 的 一 个 基础 解 系 , 从 而 " 
的 秩 ,进而 B 的 秩 R(B)=， .于 是 ,方程 组 由 的 解 空间 维 数 等 于 ， , 即 方程 组 人 
的 任意 ”个 线性 无 关 的 解构 成 它 的 一 个 基础 解 系 . 

(2) 关于 拖 阵 4 : 因 方 程 组 [的 基础 解 系 含有 ”个 向 量 , 故 由 定理 7 知 矩 阵 
4 的 秩 R(4)=272 -7 = 于 是 ,矩阵 4 的 ”个 行 向 量 所 成 行 向 量 组 线性 无 
匡 ， 

(3) 关于 两 矩阵 之 间 的 关系 :由 信息 (1) 有 4B" = O ,于 是 

B4 =0， 
即 矩阵 4 ” 的 ”个 列 向 量 也 即 4 的 ， 个 行 向 量 是 方程 组 由 的 解 ,并 且 , 由 以 上 
讨论 知 , 它 还 是 方程 组 下 的 一 个 基础 解 系 . 将 通 解 具体 写 出 ,得 (注意 应 写成 列 向 
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量 ) 
fan | az | | an ] 
QQ | 中 Ca2 
各 忆 尖 +Aa| 上 + 大 E 及 
1 2 后 
| 
可 1 3 人 








例 4.10 设 有 R 中 两 个 基 al ,as ,ay 和 bi ,ba ,b3 ,其 中 























1 101 1 1 1 1 
ai=|1l | 2 ;=|0| ,= ,=| |， 
0 1 1 0 0 
(1) 求 从 基 ai ,as ,a, 到 基 忆 , , 吕 的 过 渡 矩 阵 ; 
3 1 
(2) 设 向 量 记 在 基 al,a:,a, 中 的 坐标 为 |1|, 求 有 在 基 如 iu,b,b 中 的 








这 
解 (1) 设 从 旧 基 到 新 基 的 过 渡 和 矩阵 为 忆 , 即 

(bi ,bb;)=(al,az,ai) 忆 
一 P=(el,el,as)- (8 ,5 ,DB))3 

下 面 用 初等 变换 的 方法 来 求 已 .由 
下 
下 
01100 


(al ,al ,ai ,bp ,5 ) = 








1 0 0 


4 过 


1 1 
ER 了 
1 0 1 


(2) 设 甩 在 基 5, ,b: ,bs 中 的 坐标 为 , ,y,y: 则 按 坐标 变换 公式 有 


3 
1 
2 


避 
mm mm e 一 


1 


得 有 二 林 





2 


加 | = 下” 














3 
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[| 上 11213| 
引 了 2 aoloa 
由 下 训 王 串 研 636 汪汪 
本 关 训 2 作 二 4 
人 
L 2 
cl1001 
0 
FE 0 
|] 11 
得 时 国 
3 3 
习题 解答 
1. 已 知 向 量 组 
0 3 2 2 4 
1 0 3 1 -2 4 
和 1 到 ?| ,=||o=|o ;有 :bb 一 1 ,8 一 1 ,3 一 1|， 
3 2 1 8 1 3 


证 明 B 组 能 由 A 组 线性 表示 ,但 A 组 不 能 由 忆 组 线性 表示 . 
证 已 组 能 由 A 组 线性 表示 全 R(4,B)=R(C4A); 
A 组 不 能 由 已 组 线性 表示 仿 R( 了 ,4A)>R(B); 
于 是 ,B 组 能 由 A 组 线性 表示 , 且 A 组 不 能 由 下 组 线性 表示 仿 R(B,4) = 
R(4)>R(B). 具 体 计算 如 下 : 


2 040321 11 ENEO 
|1-24103,|ol-1 10 =-1 
(Al rt21o oo we 
2 13321 00 0 00 0 
于 是 R(B)=2,R(B,4A)=3, 并 且 上 式 右 端 矩阵 的 后 三 列 所 构成 矩阵 与 矩阵 A 
行 等 价 ,继续 对 它 作 初等 行 变换 ,得 
21 0 fo -li 
机 是 
韦 加 工 
-21 0 loo 1 
00 0 oo 0 
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所 以 R(4)=3. 合 起 来 有 R(B,4)=R(4)=3>R(B)=2. 
2. 已 知 向 量 组 





[| f11 -1 1 3 
A:m= 1.a:- 则 am=| 8 站 -| 2|， 
虽 10| 1 U L-1 





证 明 A 组 与 已 组 等 价 . 
证 记 和 天 阵 4=(al,a),B=(b,b,b). 因 A 组 与 B 组 等 价 全 R(4)= 


R(B)=R(4,B) (或 R(B,4)), 故 求 算 阵 (B ,4 ) 的 行 阶梯 形 以 计算 3 个 矩阵 
的 秩 ， 


1 1 3 0 1 1 
( 咖 允 三 作 人 2 1 1 0 2 2 和 
| 下 一 二 玫 0 0 0 0 0 
即 知 R(B)= 尺 (加 ,4)=2, 且 ,R(4) 近 2. 又 al 与 a; 不 成 比例 , 故 ROA)=2. 
因此 ,向 量 组 A 与 也 等 价 . 
3. 已 知 R(al,a,o)=2,R(a:,ay,ay)=3, 证 明 
(1) a, 能 由 a: ,a, 线性 表示 ; 
(2) a, 不 能 由 a ,ai ,ay 线性 表示 
证 一 〈1) 由 Ra,a) 二 Ral,as,al)-1=3-1=2, 知 Ra,ai)=2. 
又 已 知 Ra,al,a)=2, 故 Ra,ai,al)=Ral,az,a)=Rai,ai), 由 定 
理 1 知 a, 能 由 a: ,as 线 必 表示 ; 


(2) Ra ,as,ay,a) 三 Ra,ay,ai)=3>R(al,a:,ai), 由 定理 1 知 a 
不 能 由 al ,a: ,ai 线性 表示 . 


证 二 (1) Ra:,ay,a:)=3 一 向 量 组 a: ,ai ,ay 线性 无 关 一 a ,ay 线性 无 
关 ( 整 体 无 关 则 部 分 无 关 ); 又 ， 

R(al ,ai,a)=2<3 一 向 量 组 ol ,a: ,a; 线性 相关 . 
于 是 ,由 定理 $,a' 必 能 由 oa: ,a:( 惟 一 地 ) 线 性 表示 . 

(2) 反 证 法 : 若 a, 能 由 o, ,ai,a; 线性 表示 ,而 由 (1),a, 可 由 a,a, 线性 
表示 .这 样 ,a, 也 就 能 由 a: ,a; 线性 表示 ,从 而 可 知 ae: ,ai,a 线性 相关 .于 是 
R(ai,ai,ai)<3, 此 与 R(az ,ai,as)=3 相 矛盾 . 

4. 判定 下 列 向 量 组 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 : 


1 


























-1 人 211 21 1{-1 f0 
(1) 3|,|11| ,141; (2) |3|.| 4| ,101. 
上 0 0 0j 2 














解 记 (1)、(2) 中 向 量 所 构成 的 矩阵 为 4 . 
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| 2 
(1) dee4=| 3 


| 
1 | 
二 


>R(4)<3= 向 量 的 个 数 
一 向 量 组 (1) 线 性 相关 (由 定理 4); 





























2 -1 0 
(2) det4=13 4 0|=22 天 0 
0 0 2| 
一 R(4)=3= 向 量 的 个 数 
全 向量 组 (2) 线 性 无 关 《由 定理 4) 
S. 问 w 取 什么 值 时 下 列 向 量 组 线性 相关 ? 
Q 1 1 
ai= |1|,a:= Q| ,as 
1 -1 a 
解 记 4=(al,a,a), 则 
la 1 1 | “。 1 1 
aa4 =|1 a -1 - at+1l 0 
11 











la-l1 1 


1 
| 0 arl 0 
公 “ 


Q 





=(a+1l)(a-2). 





于 是 当 o= -1 或 a=2 时 ,det4 =0, 即 R4)<3. 由 定理 4 知 此 时 向 量 组 o， 
ai ,ai 线性 相关 . 


6. 设 al ,a; 线性 无 关 ,al + bp,ai+ 刀 线性 相关 , 求 向 量 5 用 al ,a; 线性 表 
示 的 表示 式 . 
解 一 因 a,+5,az+ 记 线性 相关 , 故 存在 不 全 为 零 的 常数 Al ,A: ,使 
ki(al+b)+A(az+pb)=0 (4.5) 
一 (Al +Aa) 有 = 一 Aiai 一 人 az. 
因 a ,a; 线性 无 关 , 故 人 + 包 天 0, 不 然 , 由 上 式 得 
kar+ kzaz=0->A = 大:=0， 
这 与 &, ,ka 不 全 为 零 矛 盾 . 于 是 由 (4.5) 式 ,得 


娄 
二 让 有 和 ER 人 + 包产 0. 
解 二 


因 a, + 5 ,az + 媚 线 性 相关 , 故 (al +p)- (az+5),as+ 线 性 相 
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关 , 即 o, - a:,a;+ 刀 线性 相关 . 又 因 al ,a;, 线性 无 关 , 故 a, - a: 天 0, 于 是 存在 
、 使 
er+p=Aa 一 ao) 
=>5=)al-(+l)a ,ER 

这 与 解 一 的 结果 相同 . 

7. 设 al,a, 线性 相关 ,5 ,b: 也 线性 相关 , 问 a, + bi ,a; + b 是 否 一 定 线 
性 相关 ? 试 举 例 说 明之 . 
解 ”向量 组 al + bi ,az+b 不 一 定 线性 相关 .例如 令 


向 最 组 了 (= 人 向 量 组 1 = (小心 = (9， 


则 这 两 向 量 组 均线 性 相关 ,但 向 量 组 w+ 吕 = 人 .= + 有 = 人 0] 线性 无 关 - 

8. 举例 说 明 下 列 各 命题 是 错误 的 : 

(1) 若 向 量 组 al ,a, ,…,a。 线性 相关 , 则 a, 可 由 al,…,aw 线性 表示 . 

(2) 若 有 不 全 为 堆 的 数 1, ,1 ，… ,)。 ,使 

Mei+AMoz+…+AManATABD +AMDz+…+Mb。 =0 

成 立 , 则 al ,a; ,…,a。 线性 相关 ,bi ,b: ,…,5。 亦 线性 相关 . 

(3) 若 只 有 当 A, ,… ,AM。 全 为 零 时 ,等 式 

Aiaet+… 才 Men 二 AiBT+T…+AMob = 0 

才能 成 立 , 则 ai ，…，a。 线性 无 关 ,b ，… ,8 亦 线性 无 关 - 

(4) 若 四 ，…，as 线性 相关 , bi，…,b 亦 线性 相关 , 则 有 不 全 为 零 的 数 
AMAv 使 

Na +…+AMoa =0 Mb +…+AMb =0 

同时 成 立 . 

答 命题 (1) 是 错误 的 ,反例 :取向 量 ai = (由 = (0 . 则 和 量 组 “ 吧 


线性 相关 , 因 它 含有 和 零 向 量 , 但 o 并 不 能 由 a; 线性 表示 - 
注 向 量 组 ai ,a;,…，,a。 线性 相关 的 充 要 条 件 是 其 中 至 少 有 一 个 向 量 能 
由 其 余 向 量 线性 表示 ,但 并 不 指明 是 哪 一 个 向 量 , 更 不 是 说 任 -个 向 量 可 由 其 余 
向 量 线性 表示 
1 0 | 0 
命题 (2) 是 错误 的 ,反例 : 取 au = (0] ,= (= ) = )} 赤 
取 )=h:=1, 则 有 
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和 al + aas+ b+ 和)b = 0 
成 立 ,但 al ,a; 线性 无 关 ,b ,5 也 线性 无 关 . 

注 关系 式 hai+…+hoas+hibi+…+hop=0() 不 全 为 0) 只 能 说 
明 向 量 组 oa + b ,… ,av + b。 线性 相关 . 


命题 (3) 是 错误 的 ,反例 : 取 a, = (= < (人 沁 过 (人 宅 - 人 人 有 


Ah 
Mai +Aar 二 Ab +Ab: 人 (>) - 0 

成 立 , 只 有 MA, = ) =0, 但 向 量 组 ol ,a， 和 疝 量 组 训 ,5， 都 线性 相关 . 

注 题 设 条 件 只 能 说 明 a + 号 ，…，a。 + 吕 线性 无 关 ， 

命题 (4) 是 错误 的 ,反例 : 取 ai = (= 三 人 他 - (0 最 
组 ai ,ay 和 向 量 组 训 ,号 均线 性 相关 .但 对 此 两 向 量 组 不 存在 不 全 为 过 的 数 
Mi: ,使 

ha +ha:=0，AD+h:D=0 

同时 成 立 ,因由 上 面 第 一 趟 可 得 


0 人 
人 xutiae= 人 。 ) 
于 是 ,A; =0, 同 理由 第 二 式 得 ,=0. 
注 题 设 条 件 是 齐 次 方程 (al,… ,av)x=0 玉 (b， ,bo)x=0 都 有 莫 专 
解 ,而 结论 则 是 这 两 个 齐 次 方程 有 公共 的 非 零 解 . 
9. 设 刀 =al+a,b=as+ai,b=as+ai,b=as+a ,证 明 向 量 组 ， 
b ,bb ,b, 线性 相关 . 
证 一 名 一 b+bs 一 b 
=(al+ez)-(ar+ai)+(a+ai)-(oas+a)=0， 
由 定义 , 知 向 量 组 pb ,b: ,bb ,bs, 线性 相关 - 
证 二 ”两 向 量 组 线性 表示 的 抢 阵 形式 为 : 
(bi ,ba ,bs,b)=(a,az,as,a:)K， 
其 中 
100 1 
站 = 1 1 0 0 
和 2 
001 1 
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1001| 

因 detcK=|1 和 0 玫 RUGD<4 
lo o 1 1 

由 抢 阵 秩 的 性 质 7 知 


Rb ,bbs ,bi) 福 R(K)<4， 
由 定理 4, 向 量 组 bi ,2 ,D: ,bs 线性 相关 


注 “从 证 明 可 见 , 不 管 ay ,a: ,ai,a; 是 否 线性 相关 ,加 ,b,b: ,bs: 总 是 线 
性 相关 的 (参看 例 4.1). 


10. 设 记 =a,b=alt+oa…b=a+a+…+o, 且 向 量 组 al， 
:,…，,a, 线性 无 关 , 证 明 向 量 组 b ,5 ,…,b. 线性 无 关 . 


证 ” 先 把 向 量 组 bu ,六 ,…,b, 由 向 量 组 al ,az ,…,q, 线性 表示 的 关系 式 写 
成 矩阵 形式 : 


(bb 8 )=(ely az……ar) 








0 1 
=(al,ox,，…,a,) 玫 . 
因 det K=1, 故 K 是 可 逆 阵 ,由 矩阵 秩 的 性 质 4 , 知 
R(Cb bb)=Rolaz，…a). 
又 因 al ,a: ,…,a, 线性 无 关 , 由 定理 4 知 R(al,a,…,a,)=r, 从 而 有 
R(b ,bs ,…，,b,)=r. 再 次 运用 定理 4 知 向 量 组 b, ,b: ,…,b, 线性 无 关 . 
11. 求 下 列 向 量 组 的 秩 ,并 求 一 个 最 大 无 关 组 : 


1 9 = 人 
之 100 全 必 
(1) oa, = 时 aa 二 10 33 二 下 -学 必 
4 人 4 二 
1 4 1 
(2) a' = 2 ，Q@2 二 区 ,3 二 本 5 
1  ， 一 4 
3 -6 一 学 


解 (1) 对 4=(ai,a,ai) 作 初等 行 变换 , 求 它 的 行 阶梯 形 : 

1 9 -2 [1 9 时 2 

2 10 -4| 一 -| 8 0 

|-1 10 22n0 319 0 
4 4 -8 0 -32 0 





4 =(ai,al,ai)= 
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1 9 -2 
52 
一 一 00 0 
00 0 
由 此 可 知 R(al ,az,as)=2, 并 且 al,a; 是 它 的 一 个 最 大 无 关 组 . 
让 
Ca-(a'asao= | | -， 了 
3 -6 -1720 -18 -10 
1 41 
， oo95 
0 
0 0 0 


由 此 可 知 Ral,az,ay)=2, 并 且 ol,a; 是 它 的 一 个 最 大 无 关 组 . 


12. 利用 初等 行 变换 求 下 列 和 矩阵 的 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 ,并 把 其 余 
列 向 量 用 最 大 无 关 组 线性 表示 : 


25- 31 17” ,和 杷 有 2 1 
75 94 53 132 全 全 放 
5 《2 ， 
避 ) 75 94 54 134 全 2 人 3 
25 32 20 48 站 Ca 


解 (1) 记 4=(al,az,ai,ai) 
25 31 77 25 31 17 43 


re 一 站 


5 9 5 042| 一 -|0 1 2 3 
4-59 5 84nnloo1l 2 
25 32 20 48j 0 1 3 5 
25 31 17 43 25 31 0 9 
0 引 生 oa 0 10 -1 
0 2| .二 | 01 
0 0 0 0 0 00 0 
25 0 0 40 1 .00 号 
nr-ar|010 -in*5slo 10 写 天 
En 
中 000 0 


从 4 的 行 最 简 形 可 知 :a ,az,a: 是 4 的 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 ;而 
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人 而 一 丰 让 二 之 和 3 


(2) 记 4=(al,a,ay,as,as). 














| 全 
-nn21 5 1 22|0 2 1 5 =-l 
203 -1 3 0o-2 -L -5 1 
也 oo -> :-: 
本 二 于 IL10 4 -1! 
一 一 021 5 -02020 6 -2 
2001 -1 1 ee 01 -1 1 
人 000 0 0 

00 1 0 

10 3 -1 

| -1 1 

0 0 0 


0 1 
0 0 
从 上 面 4 的 行 最 简 形 可 知 :al,a:,a 是 4 的 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 

















ai=al+3az-as，as= 一 ai+ai. 
13. 设 向 量 组 
Q@ 2 1 2 
.| < 3 
1 和 1 工 
的 秩 为 2, 求 ao,6. 
解 对 含 参数 ai 和 6 的 矩阵 (al,as,ai,a;) 作 初等 行 变换 ,以 求 其 行 阶 
梯形 . 
1 2 a 21.2rfL 2 
Ce 池 3 汕 辽 一 辣 2awR 
11 1 3 0 -1 本 1 
1 2 a 2 
5 =1 33=2a 4 
0 0 aa-2 SS=-5 
于 是 R(al,ai,as,ai)=2 


兮 Ra,as,al,a)=26a=2 且 0=5. 
注 把 含 参数 的 列 放 在 不 含 参 数 的 列 后 面 , 常 可 简化 计算 . 
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14. 设 el ,a,…,a, 是 一 组 ”” 维 向 量 , 已 知 ， 维 单位 坐标 向 量 el ,e; ,…，,e。 
能 由 它们 线性 表示 ,证 明 a ,a, ,…,a, 线性 无 关 . 

证 el,el,…,e, 可 由 ai,a,,…,a, 线性 表示 

01=R(elet,…e) 近 Ra,a,…,ao) 福 2 (由 定理 3) 

字 Rai,az，…,av)=1 

人 ai,a:,…,a, 线性 无 关 《〈 由 定理 4) 

15. 设 ol ,a:,…,a, 是 一 组 ” 维 向 量 ,证 明 它 们 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 : 任 
一 中 维 向 量 都 可 由 它 线性 表示 . 

证 必要 性 : 任 给 ， 维 向 量 b, 则 ” 维 向 量 组 al ,a:,…,a,,b 线性 相关 ( 因 
它 所 含 向 量 个 数 大 于 向 量 的 维 数 ). 又 因 oa ,a: ,…',a, 线性 无 关 , 由 定理 5(3)， 
可 知 向 量 ， 必 可 由 al ,a:,…,av( 惟 一 地 ) 线 性 表示 . 

充分 性 : 设 任 一 ， 维 向 量 能 由 al ,a: ,…,a, 线性 表示 ,特别 ,， 维 单位 坐标 
向 量 e ,e: ,…,e, 能 由 ai ,a: ,…,a, 线性 表示 ,由 习题 14 知 al ,aa ,…，,a, 线性 

16. 设 向 量 组 el ,oa:,…,aw 线性 相关 , 且 a, 夫 0, 证 明 存 在 某 个 向 量 
ai (2 委 k 委 罗 ) ,使 ao 能 由 al ,a:,…,as ,线性 表示 . 

证 一 ”因为 向 量 组 o, ,a; ,…,a。 线性 相关 ,由 定义 知 , 存 在 不 全 为 零 的 数 
hi, ，…,)w ,使 





Mai+h az+…+Mnaw=0. (4.6) 
按 足 标 从 大 到 小 考察 上 式 中 系数 ),. 设 其 第 一 个 不 为 零 的 数 为 X ,也 即 X 天 0， 
=》。 =0. 此 足 标 人 之 2. 如 若 不 然 ,该 式 成 为 ha =0. 由 ai 天 
0 知 M\=0, 此 与 这 些 系数 不 全 为 零 矛 盾 .这 时 (4.6) 式 成 为 
Ma + M2al+…+hMat=0, 且 和 信 天 0, 人 二 2 


0 
委 o 





于 是 上 述 向 量 os 即 满足 要 求 . 

证 二 记 4A=(al,az,…,ao). 由 题 设 ,4 的 列 向 量 组 线性 相关 , 故 R(4) 
< 六 . 设 信 是 4 的 行 阶梯 形 , 则 令 中 一 定 存在 不 含 非 零 首 元 的 列 a, .注意 到 
令 的 第 1 列 是 含 非 零 首 元 的 , 故 上 过 2. 因 ak 能 由 aa 线性 表示 , 故 4 
中 对 应 的 ok 也 能 由 a, ,… ,as 线性 表示 . 

17. 设 向 量 组 B:b ,b ,…, 能 由 向 量 组 A :ai ,az ,aq, 线性 表示 为 

《及 二 2 
其 中 天 为 *xr 甜 阵 , 且 A 组 线性 无 关 . 证 明 刀 组 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 矩阵 
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天 的 秩 R(K)=. 
证 一 记 4A=(al,as,…,a),B=(b ,bp ,…,b), 则 有 
旦 = 4K (4.7) 
必要 性 : 设 向 量 组 日 线性 无 关 , 知 R(B)=r. 又 由 有 = 4K, 知 R(K) 壹 
R(B). 但 天 含 * 列 ,有 R(K)s-, 于 是 
r=R(B)<ROK)<，, 即 R(K)=r. 
充分 性 : 设 R(K) = -~. 要 证 B 组 线性 无 关 . 由 于 
Br=04Kxr=0 
一 Kx=0( 因 R(4)=s ,根据 上 章 定 理 4) 
=>x=0( 因 RK)=r, 根 据 上 章 定理 4)， 
因此 ,向量 组 日 线性 无 关 . 
证 二 由 (4.7) 式 , 因 R(4)=s,4 为 列 满 秩 矩阵 ,根据 上 章 例 9 知 R(B) 
= 及 (天 ). 于 是 
日 组 线性 无 关 全 ROB) = -全 R( 和 天)= 


18. 设 
有 = os+as+…+Q@， 
有 = ai + GT+T…+@， 
18.= au + os+ 汪 本 


证 明 向 量 组 ae, ,az ,…,a, 与 向 量 组 记 ,8 ,…, 有 ,等 价 . 
证 列 向 量 组 go ,az,…,a， 和 记 , 有 ,…, 有 .依次 构成 矩阵 4 和 如 ,于 是 有 


且 = 4 下 ， (4.8) 
其 中 系数 矩阵 K 为 
0 1 1 
K-|1 0 1 
1 


其 行列 式 |LK1= (2 -1)(- 1) ”天 0 (二 2)( 见 第 一 章 习 题 8(2)) , 故 K 可 逆 . 
由 (4.8) 式 即 得 4 = BK ,此 表明 al ,a:,…,a, 能 由 及 ,8. ,…, 有 . 线性 表示 
(其 表示 的 系数 矩阵 为 “) ,从 而 al ,az ,…，,a, 与 且 ,8 ,及 等 价 . 

注 当 |KI1=0 时 ,不 能 得 出 ea:,…,a, 与 P ,有 ,…, 有 , 不 等 价 的 结论 . 

19. 已 知 3 阶 和 矩阵 4 与 3 维 列 向 量 x 满足 4?x=34r- 42x, 且 向 量 组 x， 
4xr,4:xr 线性 无 关 . 

(0 记 y=4xr,z=47,P=(xr,y,z), 求 三 阶 和 矩阵 B ,使 AP= PB; 
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(2) 求 141. 

解 (1) 因 和 矩阵 P 的 列 向 量 组 线性 无 关 , 故 已 可 道 , 从 而 吾 = 王 4P. 本 
题 的 困难 在 于 没有 具体 给 出 4 和 忆 的 元 素 ,而 是 它们 之 间 的 一 些 关系 式 .下 面 
就 利用 这 些 关 系 式 来 计算 B. 

4P=4Cxr,y,z)=(4xr,47,4z). 
因 4r=y,4y=z,4z=4x=34r-A4r=37-z, 故 


AP =(y,z,37 一 z) 
00 0 
1 0 站 
0 1 


(0 0 
10 0 





=(x,y,z) = 王 











0 
有 
0 1 -1 
于 是 B=P 4P=-|10 3 
0 1 -1 
(其 实 ,和 矩阵 下 就 是 向 量 组 hr,4y,A4z 由 向 量 组 x,y,z 线性 表示 的 系数 矩阵 ). 
(2) 由 盏 = 了 “4P, 两 边 取 行 列 式 , 便 有 |41=1B8|=0. 
20. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 : 
zi-8zz+1l0zry+2r,=0， 2x, -3zz-2zi+ci=0， 
站 | 
3zi+8zrz+6rs-2r:=0; 8xz,+7Tzi+6rs-374=0; 


(3) nri+(n-1)zz+…+2z+z=0. 











解 (1) 
1 -810 2 -8 10 2 
4=|2 4 5 -! 一 -| 20 -1 -5 
3 8 6 -2 32 -24 -8 
rs(-5[L -8 10 2 1 040 
一 -| -4 3 1 0 243 1 ， 
50 0 00 0 000 
可 知 原 方程 的 同 解 方程 为 
Zi+4zrs=0， 3 
过 
-4zri+3ry+zi=0 zi=4z 一 3zy- 
zi _ IIV /10V， 
分 别 取 | ) :| | ] .得 基 解 系 
zi \0) AI1 
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人" {-41 
-| 
| 中 
14 -3 
3 
(2)4=|3 5 4 -2 一 -|7 -1 00 
8 7 6 -2204 -2 0 | 
丽人 的 0 2 
| -7 1 0 0|， 
am 00 00 
可 得 同 解 方程 
人 | 
人 
-7zi+zra=0 xz: = 19zri+27r)， 


分 别 取 ( = (和 人 ,得 项 角 和 


1 0 
7 0 
和 =| | 全 = 
19 2 


注解 本 题 时 ,矩阵 的 初等 行 变换 与 第 三 章 中 的 比较 ,已 有 了 一 些 变化 ,要 
求 概念 掌握 得 更 加 清晰 ,初等 变换 运用 得 更 加 媳 熟 . 

(3) 4A=(nm-1l…,1) ,可 见 RC4)=1, 从 而 有 m-R(A)=7 一 1 个 线 
性 无 关 的 解构 成 此 方程 的 基础 解 系 ,并 且 由 


了 二 一 NiZI 一 ( 扣 一 下 ) za 一 2 
分 别 取 
1 1 0 0 
z2 | - 0 1 0 
ro lo 1 
代入 上 式 就 得 到 基础 解 系 : 
1 0 0 
0 1 
和 =| : ,人 = | 1 


二 六 《和 去 和 
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0 
求 一 个 二 三 
DC 8] 二 个 4x2 和 矩阵 卫 , 使 4B= O, 且 R(B)=2. 


解 设 有 按 列 分 块 为 B=(b,b). 因 尽 ( 旭 )=2, 故 ,bp: 线性 无 关 . 
又 因 4 有 8 = 0 一 4(b .bb)=(0,0) 一 4b =0 上 且 4b, =0 一 5 ,5 是 方程 


2 疫 A={ 


4r=0 (4.9) 
的 解 ; 并 且 这 方程 的 系数 矩阵 4 的 秩 R(4)=2. 于 是 可 知 加 ,b: 是 它 的 一 个 基 


础 解 系 . 
2 -2132 001 2 -21 31-801 -1 
4 -5 2 了 革 二 村 1 0 本 1 0 -2 
za =Szi+2zri， 
分 别 取 { ”| = [和 |， ,得 此 方程 的 一 个 基础 解 系 为 
1 0 
=| 5 ， 呈 = ?|. 
8 1 
0 1 
于 是 ;他 
1 0 
3 
B=(bovo)=|8 1 
0 全 
就 满足 题目 的 要 求 . 


22. 求 一 个 齐 次 线性 方程 ,使 它 的 基础 解 系 为 


司 =(0,1,2,3)， 所 =(3,2,1,0)7. 
解 设 所 求 齐 次 线性 方程 为 
4xr=0. 

首先 考虑 此 方程 有 多 少 个 未 知 数 ? 有 多 少 个 方程 ? 因 5 是 4 维 的 , 故 方程 有 4 
个 未 知 数 , 即 矩 阵 4 的 列 数 等 于 4. 另 一 方面 , 因 基础 解 系 含 2 个 向 量 , 故 由 定理 
7 知 R(4)=4-2=2, 因 此 方程 的 个 数 m 2 个 .这 样 ,我 们 只 需 构造 一 个 满足 
题 设 要 求 而 行 数 最 少 的 矩阵 4 ,也 即 4 取 2x4 和 矩阵 , 且 R(A)=2. 

记 B= (5 ,5 ) ,那么 

导 ,5: 是 方程 Ax = 0 的 基础 解 系 
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4B=O, 且 R(A)=2 
二 BA =O, 且 RAT)=2. 
全 4 7 的 两 个 列 向 量 是 BTx =0 的 一 个 基础 解 系 ( 因 R(B)=2). 


人 
由 机 可 让 仆人 全 0 -小 
得 基础 解 系 为 
人 =(1,-2,107， 且 =(2,-3,0,0D)7， 
故 4 可 取 为 
人 | 1 -210 
4 了- -小 
对 应 齐 次 线性 方程 组 为 


忆 -2 Di 
2z, -3zri+ze=0. 


23. 设 四 元 齐 次 方程 组 


TI+zz=0， 1-zi+zs=0， 
工 : IT : 


Za-2ze=0， zz 一 II+zi=0， 
求 (1) 方程 组 工 与 T 的 基础 解 系 ;(2) 工 与 由 的 公共 解 . 
解 (1) 求 方程 组 [ 的 基础 解 系 : 系 数 矩 阵 为 


人 外 芝 ( 人 光 | 
010 -1 一 -10 纪 


其 基础 解 系 可 取 为 


和 全 = 


0 
0 
1 
0 


_ 1】 , 帮 可 取 其 基础 解 和 为 


1 -1 
1 0 
一 | 1 
为 


(2) 设 x= (zt'zzvzavzre) 为 1 与 再 的 公共 解 ,下 面 用 两 种 方法 求 x 的 一 


求 方程 组 下 的 基础 解 系 : 系 数 矩 阵 为 


己 
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般 表 达 式 . 


方法 一 x 是 工 与 下 的 公共 解 全 x 是 方程 组 下 的 解 ,这 里 方程 组 由 为 工 与 
下 合 起 来 的 方程 组 , 即 
[mtma=0， 
中 -=0， 


zi -ri+rs=0， 


zz 一 Yi+xe=0. 


其 系数 矩阵 
人 100 1 
有 
1-l1 1 0 一 loo1 -中 
0 1 -1 1 000 0 


取 其 基础 解 系 为 ( -1,1,2,1)7 ,于 是 工 与 由 的 公共 解 为 


六 = &ER. 


| 

1 

中 

1 

方法 二 以 工 的 通 解 x=(- civci'ci'ci) 代入 了 得 
二 和 一 

之 cz=2ci. 

Le - ct+ ce =0. 

这 表明 工 的 解 中 所 有 形 如 ( - cl,cl,2ci,c,) 的 解 也 是 开 的 解 ,从 而 是 工 和 开 的 

公共 解 .于 是 I 和 了 的 公共 解 为 


1 
24. 设 ， 阶 矩阵 4 满足 4? = 4, 正 为” 阶 单位 矩阵 ,证 明 
R(4)+R(4 一 巨 ) = 
提示 :利用 矩阵 秩 的 性 质 @ 和 图. 
证 
4 =A 
4(4- 下 )=O 
=R(4A)+R(A- 瑟 ) 扩 ” (和 阵 秩 的 性 质 @). 
另 一 方面 ,由 矩阵 秩 的 性 质 @ , 知 
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R(4A)+R(E-A4) 三 RCA+(E 一 4))= 尺 ( 瑟 )=?， 
因 RE-4)=R(CA- 巨 ), 故 由 以 上 两 个 不 等 式 知 ,R(4)+R(A- 正 )=7. 
25. 设 4 为 阶 (二 2) 和 矩阵,4 为 4 的 伴随 矩阵 ,证明 
[2, 当 RCA)= 
R(4 )=11, 当 RCA)=， -1， 
10, 当 R(A) 入 盖 2. 
证 (1) 当 R(4)= 时 .141 天 0. 由 习题 二 题 24, 得 
14 1=141 天 0， 
从 而 R(4 )= ni 
(2) 当 民 (4) 往 2-2 时 ,由 矩阵 秩 的 定义 知 4 的 所 有 ? - 虐 阶 子 式 即 4 
的 任 一 元 素 均 为 零 , 即 4 =O, 从 而 R(4 )=0; 
(3) 当 R(4)=7 -1 时 ,由 矩阵 秩 的 定义 ,4 中 至 少 有 一 个 ”- 1 阶 子 式 不 
为 零 ,也 即 4 " 中 至 少 有 一 个 元 素 不 为 零 . 故 R(4 ” )1. 
另 一 方面 , 因 R(4)=m -1 有 |41=0. 由 44 ”=141E 知 ， 
44 "= 0. 
由 矩阵 秩 的 性 质 加 得 
R(CA)+R(A sw， 
把 R(4)=， -1 代入 上 式 ,得 R(4”) 近 1. 综 合 以 上 两 个 关于 R(4” ) 的 
不 等 式 , 便 有 R(4  )=1. 
注 本 题 的 结论 很 有 用 ,值得 记 取 . 
26. 求 下 列 非 齐 次 方程 组 的 一 个 解 及 对 应 的 齐 次 方程 组 的 基础 解 系 : 
三 本 人 人 3 =5， zi 一 Szi+ 2xzi- 3z, =11， 
ole， za+ zs+2z=1， or 6zs- zi = -1， 
Szr+ 3zz+ 2zs+ 2z4 =3; 
解 (1) 增 广 矩阵 
让 0 有 人 人 90 5 
1 
53223j 5 -2 2 2 -22 
0 
网 | 乓 2 
mt2r 0 0 0 -2 -4 
据 此 ,得 库 方 程 组 的 同 解 方程 


2zi+ 4zi+ 2zi+ zi 三-6. 





0 1 习作 
0 0 人 


mi-2m3 





去 0 人 ay 引 
273 


zi= 一 3 一 8， 
Ta=.ra+13。 


[zs=2. 
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f-81 妆 生 


取 v,=0 得 特 解 中 = 9 ; 取 ;= 1 得 对 应 齐 次 方程 基础 解 系 = 





?| 0 
(2) 增 广 矩阵 
和 
B=-5 36 -1 -1 一 -lo 28 -4 14 - 汉 
2 42 1 -6 0 4 -2 7 -28 
0 90 4 -0 
了 
nr 00 0 0 
得 同 解 方程 组 为 
+g9ra+4ri= 17， ri= -9zi-4ri-17， 
7 = 7 
-7 14 ai 
站 人 全 
岗 0 zi _11\ 10 
令 v = z,=0 得 特 解 司 = .分 别 令 { ) = ] 如 | ] ,得 对 应 齐 次 广 
14 zi Wo AV 
0 
程 的 基础 解 系 
-9 汪 
6 员 -| 7 
的 国 
@ 1 


27. 设 四 元 非 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 3, 已 知 Wi ,9 ,3; 是 它 的 
三 个 解 向 量 , 且 





求 该 方程 组 的 通 解 . 
解 ” 记 该 非 齐 次 方程 组 为 kx = ,对 应 齐 次 方程 为 
4xr=0. 
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因 R(4A)=3, 由 定理 7 知 此 齐 次 方程 的 基础 解 系 由 1 个 非 零 解构 成 ,也 即 它 的 
任 一 非 零 解 都 是 它 的 基础 解 系 . 另 一 方面 , 记 向 量 点 = 21 一 ( 补 :+ 全 ), 则 
45 =4(29 一 有 一 呈 ) 
=249 - 4 -4 =20-5-b5p=0， 
且 直 接 计 算得 5= (3,4.5,6) 径 0. 这 样 ,上 就 是 它 的 一 个 基础 解 系 .根据 非 齐 次 
方程 组 解 的 结构 知 , 原 方程 组 的 通 解 为 











|31 园 
zt AGER 
| | 
L6! 5) 
| a |-2] [= | 
28. 设 有 向 量 组 A:a= | 2| .| | 1 及 向 量 5= 引 
110) [| 5) 4 部 





间 ,为何 值 时 
(1) 向 量 5 不 能 由 向 量 组 A 线性 表示 ， 
(2) 向 量 ， 能 由 向 量 组 A 线性 表示 , 卫 表 示 式 惟一 ; 
(3) 向 量 了 少 能 由 向 量 组 A 线性 表示 , 且 表 示 式 不 惟一 ,并 求 一 般 表 示 式 . 
解 ” 记 矩阵 4=(ai,a:,a'), 那 么 方程 
4x = (4.10) 
有 解 全 可 由 向 量 组 A 线性 表示 ,因而 本 题 可 以 归结 为 含 参数 的 非 齐 次 线性 方 
程 的 求解 (可 参看 第 三 章 相关 习题 ) . 
(1) 当 方程 (4.10) 的 系数 行列 式 
aa -2 -1! 
， 1| 关 0, 即 天 -4 时 
II10 5 4 
方程 (4.10) 有 惟一 解 ,从 而 向 量 p 能 由 向 量 组 A 线性 表示 , 且 表示 式 惟 一 ， 
(2) 当 e= -4 时 , 增 广 矩阵 














-4 -2 -1 112f21 1 8 
(4,0)=| 2 1 1 80 1 1+528 
1I10 5 4 -Uslo0 -1 -1-58 





0 
一 一 0001 1+28| 
nt000 -38j 
于 是 当 8 关 0 时 ,方程 (4.10) 无 解 ,从 而 向 量 不 能 由 向 量 组 4 线性 表示 ; 当 
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B=0 时 ， 
| 
(4 |001 1|， 
000 0 








R(4)=R(4A,5)=2<3, 方 程 (4.10) 有 无 穷 多 解 ,从 而 向 量 ， 可 由 向 量 组 A 线 
性 表示 , 且 表 示 式 不 惟一 . 
(3) 因 方 程 (4.10) 的 通 解 为 


交 




















直人 中 | 
| | - 相 | 
叫 JI | 
故 由 向 量 组 A 线性 表示 的 一 般 表 示 式 为 
让 =4r=(al,ay,a) 
1 
=cal-(2c+1)al+a，cER. 
29. 设 
ai 已 ci 
a = | -| 
La 0 Ci 
证 明 三 直线 


:atz+by+ct=0 

| (ai+ 妇 天 0,i=1,2,3) 

lasz+bv+c=0 

相交 于 一 点 的 充 要 条 件 为 向 量 组 a,b 线性 无 关 , 且 向 量 组 e,b,e 线性 相关 . 
证 三 直线 ,4: ,43 相交 于 一 点 


全 非 齐 次 方程 ob) 人 ]= -有 惟一 解 


全 Ra,b)=Ra,bc)=2 
全 向 量 组 a ,b 线性 无 关 , 且 向 量 组 ae,b,e 线性 相关 . 
30. 设 和 矩阵 4 = (ai,a:,ai,a), 其 中 a:,ai,a: 线性 无 关 ,al =2a,- ai. 
向 量 = al + a: + ai + ai, 求 方程 hx = 册 的 通 解 . 
解 显然 ,这 是 一 个 四 元 方程 .先决 定 系数 矩阵 4 的 秩 . 因 a: ,as,as 线性 
无 关 , 故 R(4 ) 三 3. 又 
at 能 由 a: ,as 线性 表示 
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一 ai ,ai,a: 线性 相关 

一 ai ,ai,ai,ai 线性 相关 (部 分 相关 则 整体 相关 ) 
一 RU4)s<3 

综合 上 面 两 个 不 等 式 , 有 R(4 ) = 3, 从 而 原 方程 的 基础 解 系 所 含 向 量 个 数 为 4 

-3=1. 进 一 步 ， 

a =2a: -as 和 拓 ol-2a:+as=0 

sx=(1,-2.1,0)7 是 方程 hax=0 的 解 
=>x=(1,-2,1,0) 是 它 的 基础 解 系 ， 

双 四 =at+ar+gs+a: 

sx=(1,1.1,1)' 是 方程 kx=zb 的 解 ， 
于 是 由 非 齐 次 线性 方程 解 的 结构 , 原 方程 的 通 解 为 


1 人 1 
二 1 
X%=C + 本 - 吕 
1 1 
0 


31. 设 全 "是非 齐 次 线性 方程 组 hr = b 的 一 个 解 ,5 ,5 ，… ,5 - ,是 对 应 的 
齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 ,证 明 
(1) 人 -线性 无 关 ; 
(2) 人 ,人 二 和” +- 线性 无 关 . 
证 (1) 设 有 关系 式 
ko + 人 + 二 0， (4.11) 
用 矩阵 4 左 乘 上 式 两 边 ,并 注意 题 设 条 件 ,得 
0=4(ko 人 +AE+…+- 5 ) 
=AoA 人 + AE+T…+ 人 4E = 天 ob， 
但 bp 天 0, 由 上 式 知 ke=0, 于 是 ,(4.11) 式 成 为 
Ta 二. 
因 向 量 组 上， ,上 : ,… ,5 ,是 对 应 齐 次 方程 的 基础 解 系 ,从 而 线性 无 关 , 于 是 全 
= 包 = 人 光一 镶 -=0. 由 定义 知 们 ,5 ,线性 无 关 . 


(2) 设 有 关系 式 
人 (0 
也 即 C++ 






由 (1) ,向 量 组 全” ,5 ,5 ,线性 无 关 , 故 Ni = 和 2 = 全 一 
入 +…+》 ,=0, 于 是 ,Mo 也 等 于 0, 故 所 给 向 量 组 线性 无 关 - 
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注 显然 , 因 4(9 +E)=43 +45=b, 故 畔 +5 是 原 方程 4Ax=z 的 
解 .于 是 本 题 的 意义 在 于 : 若 有 解 的 非 齐 次 线性 方程 的 系数 矩阵 的 秩 为 =, 则 它 
有 站 -+1 个 线性 无 关 的 解 .而 习题 33 则 进一步 揭示 它 恰 好 有 ，- -+ 工 个 线 
性 无 关 的 解 ,并 且 它 的 任 一 解 都 可 由 它们 线性 表示 

32. 设 i ,…, 妊 是 非 齐 次 线性 方程 组 ax= 的 * 个 解 ,A,…, 为 实数 ， 
满足 A +A+…+A 大 =1. 证 明 

基 三 友人 十 友 : 庆 十 … 十 大 外 
也 是 它 的 解 . 
证 因 4xr=4(A 人 + 大 下 :十 … 十 类 如) 
二 人 (AT )+A: (AT ) + 二 类 (AT ) 
= 大 太 + 人 b+ 十 太 b=( 人 + 二 十 类) 为 = 必 ， 

故 工 = 人 人 + 人 :人 +…+ 大 人 也 是 方程 Ar=p 的 解 . 

33, 设 非 齐 次 线性 方程 组 kx = 忆 的 系数 矩阵 的 秩 为 ,向 量 人 ，…, 妇 ， 
是 它 的 玫 - 和 + 1 个 线性 无 关 的 解 ( 见 31 题 之 注 ). 试 证 它 的 任 一 解 可 表示 为 

= 大 俐 二 + ,名 (其 中 全 +…+ 有 -=1). 

证 首先 ,由 32 题 可 知 , 上 式 向 量 x 满足 所 给 方程 . 

另 一 方面 , 设 向 量 是 原 方程 的 任 一 解 , 记 向 量 所 = 纺 一 纪 -vi=1， 
2,…, 必 一, 则 避 是 对 应 齐 次 方程 的 解 , 且 向 量 组 5 ,5: ，…,,- ,线性 无 关 (其 
理由 与 习题 31 的 证 明 完全 类 似 , 污 者 可 作为 练习 ), 于 是 , 它 就 是 对 应 齐 次 方程 
的 一 个 基础 解 系 .这 样 ,向 量 就 可 由 此 基础 解 系 和 原 方程 的 特 解 思 -线性 
表示 , 即 存在 数 M, ,1 ,…,h。，, 使 

站 = 46 二 人- 
= 和 (入 一 下 二 人 
二 人 全 十 二 二 《2 
盖 人 生 十 …… 二 和 -的 十 Aw- vi 全 -1 


1 









上 式 中 ,。 Le1- -一 ， 即 1+M+…+A =1 

注 “此 题 事实 上 给 出 了 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 的 另 一 表达 式 . 

34. 设 V, = lxr= (rri…vr)Tizi…ziER 满 足 zi+…+z=0|， 

Vi=ir=(rr…zo) rrEcR 满 足 zi+…+z=1 

问 Vi, V: 是 不 是 向 量 空间 ? 为 什么 ? 

解 (1) V, 是 向 量 空间 ,理由 是 

(iD V 非 空 :(0.0.…,0)rGEVi 

(it) V, 对 于 向 量 的 加 法 和 数 乘 封闭 .事实 上 ， 
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Vx=(rivzi… 


则 有 (x+ y)= (zi+ yivzra+y 


手记 < 和 全 相 


二)T Ar=(Mri hzra hzo)7- 
因 Zrmtyw)=2>r+r>w=0+0=0， 
台 行 | 各 


六 um) -huw=-1.0=0， 

故 VE MxzEV. 

(2) V; 不 是 向 量 空间 .事实 上 , 取 

a=(1.0.….0)7，b=(0.1,….0)7EV，， 

那么 a+b= (1,1,…,0)7E V:, 即 V， 对 向 量 加 法 不 封闭 . 

35. 试 证 :由 al=(0,1,1) ,as=(1,0,1)7,as=(1,1,0) 7 所 生成 的 向 量 空 
间 就 是 R 

证 所 生成 的 向 量 空 间 记 作 上 ,显然 荆 CR. 另 一 方面 , VER , 则 因 
det(ai ,al ,ai)=2 天 0, 故 al ,a:,a; 线性 无 关 . 但 由 定理 5, 向 量 组 ol ,a:,a;,b 
线性 相关 ,于 是 j 可 由 ai,a; ,ay 线性 表示 ,也 即 5ELL. 所 以 忆 CL. 综 上 知 卫 
= 了 

36. 由 ai =(1,1,0,0)7,a:=(1,0,1,1)5 所 生成 的 向 量 空间 记 作 工 ,由 妃 
=(2,-1,3,3)7,5 =(0,1,-1,-1)7 所 生成 的 向 量 空 间 记 作 L，, 试 证 L, = 
郊 

证 因 对 应 分 量 不 成 比例 , 故 al ,a; 线性 无 关 ,b, ,b 也 线性 无 关 . 又 因 
0 
1 0 -1 一 -| -1 -3 1 
01 3 -20 0 00| 
01 3 -Un20 0 00 
于 是 Ra,az)=R(b,b)=R(al,o,b,b)=2, 由 定理 2 之 推论 , 知 向 量 
组 al,a; 与 b ,b: 等 价 .从 而 


1 








(al ,az ,bi ,5 ) = 


L = 工 . 
37. 验证 ae, = (1,-1,0)7,az=(2,1,3)7 ,as=(3,1,2) 为 R 的 一 个 基 ,并 
把 m=(5,0,7)7,v=(-9,-8,-13)7 用 这 个 基线 性 表示 . 
解 ”本 题 本 质 上 就 是 例 11 及 习题 12. 只 不 过 是 以 向 量 空间 的 语言 来 叙述 . 





因 
业 人 和 1 2 3 中 \ 忆 外 
(aaz,aioo)=|-1 1 1 0 本 国 0 3 4 Je 矶 
032 7 -13j 0 3 2 了 回国 J 
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入 三 交 2 5 -9 -1L20 8 -3 
一 -|o34 5 -1 030 9 -9 
ol001 -1 -0001 -1 -3| 
二 人 
一 一 0o 10 3 - 
守 0 1 -1 -3 
据 此 可 知 (al ,a:,a;) 一 已, 从 而 Ral,as.a)=3, 故 al.ai,a' 是 习 的 
一 个 基 ;vwi,w 用 此 基线 性 表示 式 为 
mi=2al+3al 一 av: -3a 一 3a: 一 2a). 
38. 已 知 R 的 两 个 基 为 
| 11 "| | - 
=|1| ,am 0 ,as= |0| ,及 忆 = 1 02 = |4|. 
1 - 吉 j 1 蝇 人 be 

















求 由 基 al ,a: ,ai; 到 基 b, ,b: ,b; 的 过 渡 算 阵 P. 














解 ” 记 和 矩阵 4=(al,a:,oy), 有 =(b ,bb ). 因 al,as,ay 与 bb ,ba 
均 为 R 中 的 基 , 故 4 和 旭 均 为 3 阶 可 逆 阵 .由 过 滤 矩 阵 定义 ， 
(bi ,bb )=(ala:,a)P 或 B= 4P 
>P=4…B. 
利用 第 三 章 介绍 的 方法 , 即 可 求 得 P 如 下 : 
和 Te050 -人 和 
(4,B)=|1] 00234| 一 | 0010 0.-1 0|， 
证 | 
2 3 14 
从 而 P=4-B=|0 -1 0 
-1 0 
习题 4( 附 答案 和 提示 ) 
4.1 选择 题 
(1) 向 量 组 A:al ,a: ,…,au (mm 三 3) 线 性 无 关 的 充 要 条 件 是 ( 。 ). 
(a) 存在 不 全 为 零 的 数 4, ,k: ,… ,k- ,使 


ai + Asas+…+ 友 av 天 9 





(b) 向 基 组 A 中 任意 商 个 向 重 都 线性 无 关 

te) 向 攻 组 入 中 存在 一 个 向 三 . 它 不 能 用 其 余 向 二 线性 表示 

(d) 向 其 组 A 中 任意 个 向 量 都 不 能 用 其 余 向 基线 性 表示 

(2) 设 向 其 组 el ,ae,.o; 线性 无 关 , 则 下 列 向 和 基 组 线性 无 关 的 是 ( ) 

(a) aio:.a: ia ui 

(b) ata:.a io.a +2ay+a， 

(ce) ai + 20 24: 30.30i+ ai 

(d) e+ a: +a,2a 3a: +22a: ,3qa+35a Sai 

(3) 设 向 媒 户 能 由 癌 贡 组 a, ,….a-。 线性 表示 ,但 不 能 由 向 莽 组 工 :a,.…,a。 线性 表 
示 . 记 向 堪 组 四 :ao,，… ，b. 则 ( ) 

(ay 向 量 ae。 不 能 由 疝 最 组 上 线性 表示 ,也 木 能 由 向 斌 组 用 线性 表示 

(b) 向 量 e。 不 能 由 向 县 组 ] 线性 表示 , 供 能 由 向 基 组 下 线性 表示 

(ec) 向 基 a。 能 由 向 其 组 1 线性 表示 ,但 不 能 由 向 基 组 下 线性 表示 

《d) 向 其 ae。 能 申 疝 最 织 工 线性 表示 .也 能 由 向 世 组 下 线性 表示 

(4) 设 a; ， @. 为 几 维 列 向 好,B 是 几 ”矩阵 ,下 列 正确 的 是 ( 。 ) 

(a) 若 ai ， ,a. 线性 相关 , 则 Ba , Ba, ,… .Ba, 线性 相关 

(b) 若 aa a. 线性 相关 , 则 Ba ,Ba 线性 无 关 

(ce) 若 w、 a 线性 无 关 . 则 Ba ,Ba 线性 相关 

(d) 若 oa:.…,&. 线性 无 关 , 则 Ba ,Ba:,，… .Ba 线性 无 关 

《5) 已 知 是 ,人 是 非 齐 次 方程 hx = b 的 两 个 木 同 的 解 .5 5: 是 对 应 齐 次 方程 hx = 0 
的 基础 解 系 ,A，,k:.E 芭 , 则 方程 ar =b 的 通 解 是 ). 





















(0 人 Et 人 + 且 ) + 






(b 古 于 让 (各 -和 1 下 本 下 


《0 生机 人 (一 丰 )+ 卫 于 于 


Co) 必 生 大 (本 二 本 )+ 卫 

4.2， 设 向 量 组 al ,as ,ao, 线性 无 关 , 问 常数 /mm 满足 什么 条 件 时 .向量 组 B:1a; -ai ， 
was -as .ai -ay 也 线性 无 关 ? 

4.3 设 向 攻 组 A:al as ,as 线性 无 关 , 问 量 能 出 向量 组 A 线性 表示 ,向 最 bs 不 能 
由 向 基 组 A 线性 表示 ,人 为 任意 常数 . 问 : 

(D 向 最 组 ol ,as ,as ,如 ，} b 是 再 线性 相关 ,为 什么 ? 

(2) 向 最 组 ol ,as va ,bi + 她 : 是 否 线性 相关 ,为 什么 ? 

4.4 设 向 量 组 A: 














人 1 1 关 ! 1 
| ] 和 人 
0 1 -1 2 
GE 二 :二 3 一 全 了 了 
人 
\3) 45 汉 at+8 








又 向 量 有 = (1,1.0+3.5) . 问 a .0 为 何 值 时 ,有 可 由 向 基 组 A 惟 -- 地 线性 表示 ,并 写 出 表示 
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慌 。 


在 
4.5 设 4 为 阶 矩 阵 ,a 为 ” 维 列 向 量 , 记 垂 阵 B = 人 ?) R(B)=R(4), 证 


明 : 齐 次 线性 方程 Bx =0 必 有 非 零 解 . 
4.6 设 线性 方程 组 I 和 LE : 
13r+2rz+zs-3r=l， 


IT:sarri+asr+airy+asri=as， 





用 +bra+bzi=0Osy 
13zi 一 ry+r-3Tri=1. 
:4or +asrs+asra+easri=as， 
Tt+bors+bori+bTi=05， 
已 知 方程 组 I 有 通 解 &( - 1,1.1.0) 7 + (1, -3,1,1) 7, 求 方程 组 开 的 一 个 特 解 . 
4.7 设 ， 阶 方 阵 4 满足 4: = 巨 ,证 明 (1)4 可 遂 ;(2) R(4A 一 尼 )+ 有 R(A+ 允 )=1. 
4.8 设 4 为 几 xn 矩阵 , 它 的 m 个 行 向 量 是 某 个 "元 齐 次 线性 方程 的 -个 基础 解 系 ， 
又 也 是 mm 阶 可 逆 阵 ,证 明 ; BA4 的 行 向 量 也 是 该 线性 方程 的 一 个 基础 解 系 . 
4.9 设 4 是 ” 阶 不 可 逆 矩 阵 , 若 4 的 伴随 矩阵 4 "不 是 零 矩 阵 , 求 方程 hx =0 的 通 解 
4.10 设 ， 维 向 量 组 S:al ,a: ,…,a, 线性 无 关 ,证 明 存 在 齐 次 线性 方程 hx = 0, 使 向 重 
组 S 是 它 的 一 个 基础 解 系 











4.11 已 知 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 2, 并 且 四 ,9 ,mi 是 它 的 三 个 
解 , 且 
人 21 11 3 
人 全 格 ，: + 全 ， 避 二 如: ， 
| 3 6 
生 寺 7 


求 该 方程 组 的 通 解 . 
4,.12 设 四 元 齐 次 方程 组 1 : 
2zri+3ri -ra=0， 
|r +2ry+r -ze=0， 


且 已 知 另 一 四 元 齐 次 方程 组 由 的 一 个 基础 解 系 为 
| 2 -1 
-上 和 | 

号 = 了 


(1) 求 方程 组 工 的 基础 解 系 ; 

(2) 问 a 为 何 值 时 ,方程 组 与 匡 有 非 零 公共 解 ,并 求 出 全 部 公共 解 . 

4.13 设 R' 中 的 向 量 在 两 个 基 中 的 坐标 变换 公式 为 n = Ti 一 Taxza,ya= -TI+za， 
= ri+2ri, 求 从 一 个 基 到 另 一 个 革 的 过 渡 和 矩阵 - 
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答案 和 提示 


4.1 (1) (d) ,参看 问 4.1;(2) (ec) ,参看 例 6 之 析 或 习题 17;(3) (b); 
(4) (a), 记 4= (aa:. …,a), 则 4xr=0 有 非 零 解 B4x=0 有 非 零 解 ;(5) (b) 





下 1 
4.2 mn 关 1, 提示 :(b bb)-(a ao)| 1 -1 0| ,参看 例 6 之 析 ， 
0 mm - 引 


4.3 (1) 线性 无 关 ;(2) 当 k 坟 0 时 ,线性 无 关 ; 当 人 =0 时 ,线性 相关 
4.4 当 5 关 -1 时 ,请 能 由 向 最 组 A 惟一 地 线性 表示 :8= - 2 全 w+ 人 Ta: + 


QT+T 
Te 

4.5 提示 :R(B)= R(4)<m+1, 故 方程 Bx = 0 必 有 非 零 解 . 

4.6 提示 :在 方程 组 ] 的 通 解 中 取 人 = 3, 得 方程 组 ] 的 特 解 x= (- 2,0,4,1) , 因 它 的 
第 2 个 分 重 为 零 , 故 必 也 是 方程 组 了 的 特 解 . 

4.7 (2) 提示 :(4 - 瑟 )(4+ 正 )= O, 仿 照 习题 24. 

4.8 略 . 

4.9 提示 :由 题 设 条 件 可 知 RL4) = -1. 又 44` =141E=O, 故 4 的 列 向 最 都 是 
4x=0 的 解 ,不 妨 设 A, 天 0,. 则 4 的 第 ; 列 非 零 , 于 是 原 方程 组 的 通 解 为 x=A(A， 
ieAn)T,ER . 

4.10 提示 :参看 习题 22. 





4.11 提示 :从 所 给 关系 式 中 可 求 得 路 : = 六 ,又 外 一 中 ,9 一 全 是 对 应 齐 次 方程 


和 ww 


的 基础 解 系 , 于 是 通 解 为 


1 
1 
各] | + 和 | | + ,ksER 


上 


G wwR 


1 
1 
2 
1 2 
4.12 当 o 关 -1 时 ,方程 组 1 与 下 有 非 零 公 共 解 ,公共 解 为 
-1 
| 全 外语 二 起 明 。 
4 
1 k 且 
4.13， 设 旧 基 与 新 基 ( 列 向 量 组 ) 构 成 矩阵 4 与 中 , 则 吾 = 4P, 这 里 已 即 为 所 求 的 过 渡 


j 和 第 四 章 ”向量 组 的 线性 扫 关 性 








第 阵 . 由 坐标 变换 公式 
fw 1 ft =-1 2 
as -1 -=-| 3 1|. 
[四 1 0 > 【下 











第 五 章 
相似 和 矩阵 及 二 次 型 


基本 要 求 


1. 了 解 向 量 的 内 积 .长 度 . 正 交 、 规 范 正 交 基 正 交 矩阵 等 概念 ,知道 施 密 特 
正 交 化 方法 ， 

2. 理解 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 基 的 概念 ,了 解 其 性 质 .并 舍 握 其 求法 . 

3. 了 解 相似 惩 阵 的 概念 和 性 质 ,了 解 矩 阵 可 相似 对 角 化 的 充 要 杀 件 . 

4. 了 解 对 称 矩 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 性 质 ,掌握 利用 正 交 矩阵 将 对 称 隆 
化 为 对 角 阵 的 方法 . 

5. 热 悉 二 次 型 及 其 矩阵 表示 ,知道 二 次 型 的 秩 . 人 掌握 用 正 交 变 换 把 二 次 型 
化 为 标准 形 的 方法 . 

6. 会 用 配方 法 化 二 次 型 为 规范 形 . 知 道 惯性 定理 . 

7. 知道 二 次 型 的 正定 性 及 其 判别 法 . 


内 容 提 要 


1. 向 师 的 内 积 长度. 正 交 
(1) 设 ， 维 向 量 


2 Ni 
了 2 y: 
x=|:|'7= 
zj 2 
令 [x,y]= ziyi+zraya+…+Toy 一， 


[xz,y] 称 为 向 量 x 与 ?的 内 积 . 


(2) 非 负 实数 1 x | = VTx,xJ 称 为 向 量 x 的 长 度 . 当 | xi = 工时 .向量 x 
称 为 单位 向 量 .x=0e: 1 xl =0. 
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(3) 当 [x,?]=0 时 , 称 向 量 x 与 y? 正 交 . 零 向 量 与 任何 向 量 都 正 交 . 
2. 正 交 向 量 组 

-组 两 两 正 交 的 非 零 向 量 称 为 正 交 向 量 组 . 正 交 向 量 组 一 定 线性 无 关 . 
施 密 特 正 交 化 过 程 : 设 向 量 组 A :al ,a:,…,a, 线性 无 关 , 令 


到 = @i， 

已 [az ,bi] 
人 

全 [ob [ab 
二 人 5 


则 向 量 组 如 ,5 ,…,， 为 正 交 向 量 组 , 且 与 向 量 组 A 等 价 . 
设 ， 维 向 量 el,e:,…,e, 是 向 量 空间 V (VCR') 的 一 个 基 , 如 果 e， 
ej,…,e, 两 两 正 交 , 且 都 是 单位 向 量 , 则 称 它 是 V 的 一 个 规范 正 交 基 ， 
3. 正 交 和 矩阵 
若 ， 阶 矩阵 A 满足 47 4 = 正 , 则 称 4 为 正 交 矩阵 . 
4 为 正 交 矩阵 全 474 = 人 447 = 已 
全 4 可 道 , 且 4 ”= 47 
急 4 的 行 ( 列 ) 向 量 组 是 R" 的 规范 正 交 基 。 
4. 特征 值 与 特征 向 量 
(1) 设 4 为 阶 矩 阵 , 若 有 数 及 非 零 列 向 量 5 ,使 
45 = 1 
则 称 》 是 矩阵 4 的 特征 值 ,5 为 4 的 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 . 
(2) ) 的 次 多 项 式 


an 一 人 QD al 

az 一 和 a 

1(1) =14 - )E1= 人 2 
Qu Quz 2 


称 为 ， 阶 矩阵 4 的 特征 多 项 式 ,| 4 - iE| =0 称 为 特征 方程 ,特征 方程 的 根 就 是 矩 
阵 4 的 特征 值 .在 复数 范围 内 ” 阶 矩 阵 A 有 "个 特征 值 ( 重 根 按 重 数 计算 ). 

设 1 ,2,…, 是” 阶 矩 阵 A 的 ”个 特征 值 , 则 

(GD A++…+h=an+az+……+am=tr4( 称 为 矩阵 4 的 迹 ); 

(iD) AAAs=det Al; 

(iii) 车 和 是 4 的 一 个 特征 值 ,Pp(A) =ao+ahi+…+a”, 则 9(A) 是 矩 
阵 8(4) 的 特征 值 , 这 里 
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9(4)= ooE+aA+…+awna”， 
(3) 设 是 方 阵 4 的 特征 值 , 则 齐 次 方程 
(4 -AME)x=0 

的 全 体 非 零 解 就 是 方 阵 4 的 对 应 于 特征 值 》 的 全 部 特征 向 量 . 

设 Ah:,…,)， 是 方 阵 4 的 -个 特征 值 , 对 应 的 特征 向 量 依次 为 户 ， 
Pa,…，,p, ,如 果 ,,…,， 各 不 相等 , 则 mi ,P:,…,P, 线性 无 关 ， 

5. 相似 和 矩阵 

(1 对 于 ， 阶 矩阵 4 和 有 , 若 存在 可 逆 垂 阵 己 , 使 P 4P= 有 , 则 称 4 与 B 
相似 .把 4 化 成 妨 的 变换 称 为 相似 变换 ,P 称 为 这 一 变换 的 过 渡 和 矩阵. 

若 矩 阵 4 与 B 相似 , 则 4 与 中 有 相同 的 特征 多 项 式 , 从 而 有 相同 的 特征 值 ， 

(2) 若 矩 阵 4 与 对 角 阵 相似 (此 时 . 称 矩 阵 4 能 (相似 ) 对 角 化 ), 即 若 存在 
可 道 矩 阵 P, 使 P 4P=A=diag() hh,), 则 

(D Ah 是 4 的， 个 特征 值 ; 

(iD) 的 第 ; 个 列 向 量 户 是 4 的 对 应 于 特征 值 X, 的 特征 向 量 . 

由 此 可 推 知 : 和 矩阵 4 能 (相似 ) 对 角 化 的 充 要 条 件 是 4 有 ， 个 线性 无 关 的 
特征 向 量 . 

6. 对 称 矩 阵 的 对 角 化 

(1) 对 称 和 矩阵 的 性 质 : 

(i) 对 称 矩 阵 的 特征 值 都 是 实数 ; 

(ii) 对 称 矩阵 的 对 应 不 同 特征 值 的 特征 向 量 正 交 ， 

(iii) 给 定 对 称 阵 4 ,存在 正 交 阵 已 ,使 

P-4P= PTr4AP= 4= diag(A ,AM。)， 

(2) 对 称 阵 4 对 角 化 的 步骤 ; 

(i) 求 出 4 的 全 部 互 不 相等 的 特征 值 N ,…,xX, ,它们 的 重 数 依次 为 %,…， 
(5 二 

(ii) 对 每 个 * 重 特征 值 , , 求 方程 (4 - XE)x =0 的 基础 解 系 ,得 、 个 线性 
无 关 的 特征 向 量 .再 把 它们 正 交 化 .单位 化 ,得 *, 个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 . 
因 ，% +…+S=7 故 总 共 可 得 ， 个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 ; 

(iii) 用 这 个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 构成 正 交 阵 亚 , 便 有 忆 ” 4P = 
P74P=A. 

7. 二 次 型 化 标准 形 

(1) 二 次 齐 次 函数 

zt) = an 十 + ar +2acric +…+2a 条 司 光 


称 为 ”元 二 次 型 . 
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ssA=(a) sx=(r ro 那么 上 列 一 次 型 的 失 阵 形式 为 
代表 ) 二 :证 帮 庆 5 
对 称 和 矩阵 4 称 为 二 次 型 的 乍 阵 . 并 规定 二 次 型 三 的 秩 为 怎 阵 4 的 秩 . 
(2) 二 次 型 研究 的 主要 问题 是 : 导 求 可 逆 线 性 变换 x = Cy .使 
FCCy) = CI4C7Y = AiTA 人 NT 十 大 人 
这 种 只 含 平方 项 的 二 次 型 称 为 二 次 型 的 标准 形 .特别 地 ,如 果 标 准 形 中 的 系数 
只 在 1, -1,0 三 个 数 中 取 值 ,那么 这 个 慰 准 形 称 为 二 次 型 的 规范 形 . 

(3) 对 于 ， 阶 和 矩阵 4 和 下 , 若 有 可 逆 阵 C ,使 C 4AC= 且 . 则 称 垂 阵 A 与 也 
合同 .把 4 化 为 下 的 变换 称 为 合同 变换 . 

对 二 次 型 f(x) = xx 4x 作 可 道 线 性 变换 x = Cy ,相当 于 对 对 称 阵 4 作 合同 
变换 ;把 二 次 型 化 成 标准 形 相当 于 把 对 称 阵 A 用 合同 变换 化 成 对 角 阵 , 即 寻求 
可 道 阵 C ,使 C7 4AC = diag(A，，… ,人 。) 

(4) 给 定 二 次 型 Fr1=xT4Ar (4 =4), 存 在 正 交 变换 = Py, 使 

人 UP) = 中 PT4APY = 了 4 二 AT 二， 
其 中 1 ，…, ,是 对 称 阵 和 的 守 个 特征 值 . 

(5) 配方 法 是 化 二 次 型 成 标准 形 ( 或 规范 形 ) 的 一 种 较 方便 的 方法 . 

8. 惯性 定理 .正定 二 次 型 

(1) 惯性 定理 设 二 次 副 了 的 怀 准 展 为 

1 = A++ ( 必 天 0)， 
那么 系数 上 中 正 数 的 个 数 是 确定 的 (上 式 中 项 数 * 为 了 的 秩 , 也 是 确定 的 ) 

二 次 型 / 的 标准 形 中正 ( 负 1) 系数 的 个 数 称 为 二 次 型 了 的 正 ( 负 ) 以 性 指数 . 

车 二 次 型 7 了 的 秩 为 , 正 惯性 指数 为 , 则 了 的 规范 形 为 
矿 = 
(2) 如 果 Yx 尖 0, 总 有 1(x)>0 (或 <0), 则 称 二 次 型 /是 正定 (或 负 定 ) 
的 .并 称 了 的 矩阵 4 是 正定 (或 负 定 ) 的 , 记 作 4 >0 (或 4<0). 
三 = xT4x 正定 扰 太 的 正 惯性 指数 六 = 
名 4 的 ， 个 特征 值 全 为 正 
后 了 的 规范 形 为 f = yy 
全 4 合同 于 单位 阵 已 
全 4 的 各 阶 主 子 式 全 为 正 . 


令 





学 习 要 点 


本 章 的 中 心 议题 是 对 称 算 阵 的 对 角 化 问题 . 对称 矩 阵 可 以 相似 对 角 化 ,也 可 
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以 合同 对 角 化 ,而 求 得 正 交 阵 P ,使 
P- 4P= PT4P=A= diag(hA ,Ah。)， 

这 样 的 对 角 化 (不 妨 称 为 正 交 相 似 ) 既 是 相似 ,又 是 合同 .因此 ,学 好 本 章 的 关键 
是 掌握 对 称 矩阵 正 交 相似 对 角 化 的 原理 和 步骤 .其 他 概念 如 向 量 的 内 积 .长 度 、 
正 交 、 施 密 特 正 交 化 过 程 . 正 交 和 矩阵 .特征 值 与 特征 向 量 等 等 都 围绕 着 正 交 相 似 
对 角 化 的 原理 和 步骤 这 一 中 心 议题 ,学 这 些 概念 是 解决 中 心 议题 的 需要 , 故 在 学 
习 时 要 着 重 掌握 这 些 概念 与 中 心 议 题 的 联系 . 

二 次 型 化 标准 形 是 对 称 和 矩阵 合同 对 角 化 的 直接 应 用 , 故 二 次 型 的 矩阵 表示 
是 必须 掌握 的 ,这 是 用 矩阵 方法 解决 二 次 型 问题 的 前 提 . 由 于 二 次 型 在 解析 几 
何 .工程 技术 .经 济 学 等 各 方面 有 广泛 的 应 用 ,是 一 项 很 有 用 的 知识 , 故 对 于 用 配 
方法 化 二 次 型 成 标准 形 (或 规范 型 ) 以 及 惯性 定理 二 次 型 的 正定 性 等 知识 需 有 
所 了 解 . 


释疑 解难 


间 5.1 在 向 量 空间 中 定义 内 积 有 什么 意义 ? 
答 在 向 量 空间 中 ,向量 之 间 的 运算 只 定义 了 加 法 与 数 乘 (统称 为 向 量 的 线 
:性 运算 ). 如 果 把 三 维 向 量 空间 R 与 解析 几何 中 三 维 几 何 空间 (或 称 欧 氏 空间 ) 
相 比较 ,就 会 发 现 前 者 缺少 向 量 的 几何 度量 性 质 ,诸如 向 量 的 长 度 ,两 向 量 之 间 
的 夹 角 ,等 等 .但 向 量 的 几何 度量 性 质 在 许多 问题 中 (包括 几何 问题 ) 有 着 特殊 的 
地 位 .在 R* 中 引入 向 量 的 内 积 ,就 能 合理 定义 向 量 的 长 度 ,两 向 量 之 间 的 夹 角 
等 ,使 之 进一步 成 为 一 个 可 度量 的 向 量 空间 ,于 是 也 就 有 了 正 交 向 量 组 .单位 向 
量 、 规 范 正 交 基 、\ 正 交 和 矩阵 和 正 交 变换 等 概念 . 
问 5.2 下 列 三 个 矩阵 
1 1 2 
本 
1 
答 矩阵 B 可 由 交换 4 的 第 2,3 列 及 第 2,3 行 得 到 . 令 王 = 


4 = 2 ,有 = 





2 





] 
0 |,c -= 
] 





是 否 相似 ? 








了 = 忆 , 且 
Ph4P- = PAP = 忆 ， 
由 和 抢 阵 相似 的 定义 , 知 4 与 孔 相 似 . 同 理 ,矩阵 中 与 C 相似 ,再 由 相似 关系 的 对 
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称 性 和 传递 性 . 二 个 矩阵 两 两 相似 - 

把 上 述 结 论 一 般 化 : 若 把 对 角 阵 4 的 对 角 元 交换 次 序 变 为 对 角 阵 4,, 则 人 
与 全 相似 

问 5.3 若 年 阵 4 与 B 相似 , 则 它们 有 相同 的 特征 值 . 反 过 来 , 若 矩 阵 4 与 
号 有 相同 的 特征 值 ,那么 :(1) 它们 是 否 相 似 ? (2) 在 什么 条 件 下 ,它们 必定 相 
似 ? 

答 (1) 若 矩 阵 4 和 有 有 相同 的 特征 值 , 它 们 可 能 相似 ,如 问 5.2 中 矩阵 
4 和 有 ;也 可 能 不 相似 ,例如 .到 


人 六 

人 6 小 a=- 外 

则 吻 求 得 两 矩阵 的 特征 值 相 同 , 均 为 1. 但 二 者 不 相似 , 因 若 不 然 ,就 存在 2 阶 可 
道 阵 已 ,使 





入 


B=P'4P= PEP= 瑟 ， 
与 及 尖 开 矛盾 . 

(2) 当 六 阶 算 阵 4 和 有 都 能 对 角 化 时 , 若 它们 有 相同 的 特征 值 , 则 它们 一 
定 相似 ,证 明 如 下 : 

设 阶 矩阵 4 和 8 都 能 对 角 化 且 特 征 值 相同 .于 是 ,4 与 对 角 阵 4 相似 ,有 
与 对 角 阵 人 ,相似 .由 于 4 与 人, 的 对 角 元 都 是 4( 或 中) 的 特征 值 , 只 是 排列 的 
次 序 不 同 , 巾 问 5.2 知 4 与 4 相似 ,从 而 4 与 中 相似 . 

问 5.4 方 阵 能 相似 对 角 化 有 什么 意义 ? 

答 、 阶 方 阵 4 能 相似 对 角 化 , 即 存在 可 逆 阵 尸 ,使 

P 4P = 4= diag(A hv) (5.1) 
是 4 自身 所 固有 的 重要 属性 , 它 的 意义 可 初步 归纳 为 

(1 (5.1) 式 中 4 的 对 角 元 必定 是 4 的 ”个 特征 值 .于 是 在 不 计较 4 的 对 
角 元 次 序 的 意义 下 .4 由 4 惟一 确定 ,而且 (5.1) 式 中 和 矩阵 己 的 列 向 量 组 的 结构 
完全 由 4, 从 而 也 就 由 4 确定 , 即 有 4P = 思 ,也 即 矩 阵 PP 的 第 j 个 列 向 量 是 
对 应 特征 值 X， 的 特征 向 量 , 并 且 这 ” 个 特征 向 量 构成 的 向 量 组 是 线性 无 关 的 . 

(2) 4 能 对 角 化 的 作用 表现 在 4 的 多 项 式 8(4 ) 的 计算 上 . 若 (5.1) 式 成 
立 , 则 

4= PAP 
=>p(4) = pp(4)P ”= P(diag(p(A) ,9(A,)))P…， 
即 4 的 多 项 式 可 通过 同一 多 项 式 的 数值 计算 而 得 到 ( 详 见 教材 或 例 8 之 析 ) .以 
上 两 点 在 本 章 的 学 习 中 占有 重要 地 位 
(3) 若 4 为 对 称 阵 , 则 4 必定 能 正 交 相 似 对 角 化 ;与 4 对 应 的 二 次 型 广 = 
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xi 4x 必定 能 通过 正 交 变换 将 它 化 为 标准 形 . 
问 5.5 若 阶 矩阵 4 的 秩 R(4)= < 那么 .(1) =0 是 不 是 4 的 
% - r 重 特征 值 ? (2) 什么 情形 下 ,1 =0 一 定 是 4 的 ，- > 重 特征 值 ? 
答 (1) =0 一 定 是 4 的 特征 值 . 但 不 一 定 是 - 重 ,，- -是 对 应 特征 
值 0 的 线性 无 关 特 征 向 量 的 个 数 . 例如 





人 4- 人 中 .可 和 RCA)=1. -=1.0 是 4 的 二 重 特征 值 但 不 是 )- 
r~ 重 的 ; 
0 0 


4 人 0 
(2) 若 4 能 对 角 化 ,特别 若 4 为 对 称 阵 ,那么 0 一 定 是 4 的 ， -~ 重 特征 
值 .说 明 如 下 : 设 有 可 逆 阵 P 使 
P 4P=A4=diag(h， …,,) ,1 ,… ,为 特征 值 ， 
那么 R(4)=R(4)=》h,A,,…,), 中 非 零 个 数 ， 
于 是 7 一 ROA)=A ,, 中 零 的 个 数 
= 特征 值 =0 的 重 数 . 


]. 亚 和 R(4)=0,) -rr=2, 而 0 恰好 是 4 的 二 重 特征 值 . 
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例 3 已 知 a = | , 求 一 组 非 零 向 量 e: ,ao ,使 el ,a: ,aq 两 两 正 交 ， 

析 求解 本 例 的 第 一 步 是 把 所 提问 题 归 结 为 求 一 个 齐 次 线性 方程 的 正 交 基 
础 解 系 . 求 齐 次 线性 方程 的 正 交 基础 解 系 是 一 个 常见 的 问题 ,本 例 给 出 了 这 个 问 
题 的 一 种 解法 : 先 求 出 一 个 基础 解 系 ,再 用 施 密 特 正 交 化 过 程 把 所 求 得 的 基础 解 
系 正 交 化 , 便 得 正 交 基 础 解 系 . 





(-1 1 0 

例 6 求 拭 阵 4 | -4 3 0| 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
[| 10 2) 
全 

例 7 求 拓 阵 A- | 0 2 0| 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
L-4 1 3j 





析 此 两 例 属于 同一 类 型 , 解 题 方 法 与 步骤 也 完全 一 致 ,把 它们 接连 放 在 一 
起 , 意 在 强调 其 结果 的 差异 ,为 下 节 的 理论 学 习 提供 具体 的 实例 . 
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例 6 中 ,对 应 于 二 重 特征 值 = 1 仅 有 一 个 线性 无 关 特征 向 量 , 从 而 4 只 有 
两 个 线性 无 关 特 征 向 基 , 由 定理 4 知 它 不 可 对 角 化 ; 例 7 中 ,对 应 于 二 重 特征 值 
A=2 有 两 个 线性 无 关 特征 向 量 ,从 而 4 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,由 定理 4 
知 它 可 对 角 化 . 

例 8 设 》 是 方 阵 4 的 特征 值 , 证 明 


(D 入 是 4? 的 特征 值 ;(2) 当 4 可 逆 时 ,了 是 4 … 的 特征 值 ， 


例 9 设 3 阶 矩阵 4 的 特征 值 为 1, -1,2, 求 4" +34 -2 的 特征 值 . 

析 此 两 例 的 目的 是 熟悉 特征 值 的 一 个 重要 性 质 , 即 

设 8(z) 为 zx 的 mm 次 多 项 式 :98(r)=ao+wr+…+asr" ,那么 , 当 》 是 
4 的 特征 值 时 ， 

(i) gp(A) 是 和 矩阵 8Y(4)=aoE+al4A+…+anh” 的 特征 值 ; 

(iD 当 4 可 道 时 ,Apg(A) 是 算 阵 4 “p(4) 的 特征 值 . 

特征 值 的 这 一 重要 而 优良 的 性 质 ,使 计算 4 和 4 ( 当 4 可 逆 时 ) 的 赛 次 及 
多 项 式 的 特征 值 变 得 特别 方便 ,因为 它 归 结 为 对 应 多 项 式 数值 的 计算 . 

0 0 11 
1 1 zx 
0 0 

析 本 例 是 定理 4 的 应 用 .定理 4 表明 :n 阶 和 矩阵 4 可 对 角 化 的 充 要 条 件 是 
4 有 ) 个 线性 无 关 的 特征 向 量 .由 此 容易 推导 出 另 一 个 充 要 条 件 : 对 4 的 每 个 
不 同 的 特征 值 M,,》; 的 重 数 = 对 应 线性 无 关 特 征 向 量 的 个 数 =m- R(A- 
%, 匹 ) .于 是 本 例 z 取 值 的 问题 就 转化 为 二 重 特征 值 = 1 应 满足 R(A -天 )=3 
-2=1, 从 而 求 得 z， 

抑 阵 能 否 对 角 化 ,取决 于 它 的 线性 无 关 特征 向 量 的 个 数 ,而 与 A 的 秩 、A 的 
行列 式 均 无 关 .尽管 本 例 在 解 题 中 也 用 到 行列 式 及 初等 行 变换 ,但 前 者 的 对 象 是 
14 - )E|, 目 的 是 求 特征 值 ;后 者 的 对 象 是 4 -已 ,目的 是 求 x, 使 R(A=- 巨 )= 
1, 从 而 使 对 应 4 = 1 的 线性 无 关 特征 向 量 的 个 数 为 2. 

0 -1 1 
-1 01 

工 定 20 
求 一 个 正 交 阵 已 ,使 P… 4P= 4 为 对 角 阵 . 

析 ”对称 阵 正 交 相似 对 角 化 的 原理 和 步骤 是 本 章 的 中 心 问题 ,本 例 是 这 一 
中 心 问 题 的 示范 , 它 完整 地 显示 出 正 交 相 似 对 角 化 的 步骤 ,因此 , 它 是 本 章 中 重 
要 的 例题 .读者 应 予以 充分 的 重视 ,掌握 其 全 过 程 ,并 明确 每 个 步骤 的 必要 性 和 
依据 . 


例 11 设 4= , 问 zx 取 何 值 时 ,矩阵 4 能 对 角 化 ? 








例 12 设 4= 
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例 13 用 4=| 下 


析 本 例 的 目的 是 掌握 用 和 矩 阵 对 角 化 理论 计算 抢 阵 的 寡 及 多 项 式 . 若 
Ph4P=A4( 即 4=PAP ), 则 4= PAP =Pdiag( 对 ,入 )P , 详 见 问 
5.4. 

将 第 二 章 例 13 和 例 14 与 本 例 相 比较 ,前 者 给 出 关系 式 4P = PA ,矩阵 书 
和 人 .从 本 章 观点 看 ,就 是 给 出 条 件 (1) 4 可 对 角 化 ;(2) 4 的 相似 对 角 阵 4; 
(3) 相似 变换 过 渡 和 矩阵 .后 者 则 更 具 理 论 性 和 实践 性 :已 知 4 ,通过 计算 4 和 
卫 , 求 4"( 自 然 假 设 4 可 对 角 化 ). 因 此 尽管 两 者 都 是 求 4 的 寡 , 形 象 地 说 前 者 
是 矩阵 乘法 的 练习 ,后 者 是 理论 指导 下 的 计算 . 

例 14 求 一 个 正 交 变 换 .x = Py ,把 二 次 型 /= -2zrizi+2zrizy+2zrszry 
化 为 标准 形 . 

析 本 例 的 目的 是 熟悉 化 二 次 型 为 标准 形 的 “标准 程序 ", 它 是 在 教材 关于 
对 称 阵 4 对 角 化 的 步骤 (1)(2) (3) 之 前 和 之 后 各 增加 一 个 步骤 ， 

(0) 写 出 了 的 矩阵 4 , 它 是 对 称 阵 ; 

(4) 在 求 得 正 交 阵 已 之 后 , 令 x = Py ,得 到 了 的 标准 形 

帮 (7) = A++， 
这 里 M,,…,), 为 4 的 特征 值 ,其 次 序 与 对 角 阵 4 的 对 角 元 次 序 一 致 . 

例 5.1 若非 零 向 量 有 与 ， 维 向 量 组 A :ai ,a:,…,a, 中 向 量 都 正 交 , 则 向 
重组 A 必 线 性 相关 . 

证 ”本题 也 即 表 明 在 向 量 空间 R" 中 同时 与 一 个 非 零 向 量 正 交 的 线性 无 关 
的 向 量 至 多 是 ， - 1 个 .这 在 三 维 欧 氏 空间 R: 中 是 显然 的 .用 反 证 法 . 

若 向 量 组 A 线性 无 关 , 因 (+ 1) 个 向 量 的 向 量 组 go ,as ,…，,a,, 户 必 线性 
相关 .于 是 ,向 量 必 可 由 向 量 组 A 线性 表示 为 

有 = AiaG+AG: +T…+KG。. 
用 此 表示 式 计算 向 量 的 长 度 , 并 利用 [a, ,外 =0 (i=1,2,…,m) 得 
8 性 =[8,8] = [ai+…+Aas 有] 
= Ata,p]+…+k[a,B] =0， 
由 向 量 长 度 性 质 知 P=0, 此 与 5 为 非 零 向 量 矛 盾 . 

例 5.2 设 4 是 ” 阶 矩 阵 ,1=2,4,…,22 是 4 的 "个 特征 值 , 求 行列 式 
14 -3| 的 值 - 

解 一 设 ) 是 4 的 特征 值 , 则 -3 是 矩阵 4 -3 巨 的 特征 值 . 于 是 ,由 4 
有 特征 值 2,4,… ,2? 知 矩 阵 4 - 3 巨 就 有 特征 值 - 1,1,…,22 -3, 并 且 是 它 的 
全 部 特征 值 . 
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又 由 特征 值 的 性 质 得 
14 -3E 





它 的 全 部 特征 值 之 积 
=(-1Dxlx…x(22 一 3) 
= -3x5x…x(2n-3)= 一 (22-3)11. 
解 二 根据 矩阵 可 对 角 化 求解 . 
因为 4 有 个 不 同 的 特征 值 , 所 以 4 可 对 角 化 . 即 存在 可 道 算 阵 已 ,使 
PP 4P = diag(2,4,…,22) 
=>4 = Pdiag(2.4,…,20)P 
一 4 -38= P[dqiag(2,4.…,22) -3E]P . 
、 上 式 的 两 边 取 行列 式 , 并 由 年 阵 取 行 列 式 性 质 , 得 
1 | 
14 -3B1=1PI 罗 | P 1 
| 2 -3| 
=-1PlIP'II(3xSsx…x(2 -3)) 
=--1pPP 1i(3x5sx…Xx(2n-3)) 
3xSsx…x(2w-3)=-(2n -3)11. 
例 5.3 没 4 是， 阶 对 称 阵 ,已 是 ， 阶 可 逆 阵 .已 知 ， 维 列 向 量 w 是 4 的 
对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 , 求 矩阵 (PP “4P) 对 应 于 特征 值 》 的 特征 向 重 . 
解 记 B=(P '4P) , 则 有 
B=(P'4P)7 = PTAT( PT = PTIA(PT) 
它 表明 和 矩阵 有 与 4 相似 ,从 而 是 呈 的 一 个 特征 值 . 
设 5 夫 0 是 托 阵 中 的 对 应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 , 即 有 
B5 = MX 
己 P14(PT) 5E = 个 
4(P) = APT) IE 
扫 (P) :是 4 的 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 ， 
于 是 令 (P) "=a, 即 上 = Pa, 则 居 0, 且 是 矩阵 (PP“4P) 的 对 应 于 特征 
值 》 的 特征 向 量 . 
例 5.4 设 3 阶 方 阵 4 的 特征 值 M\, = 1,): =2,), =3, 对 应 的 特征 向 量 导 ， 
=(1,1,17 6:=(1,2.4) ,5 =(1,3,9 并 .又 向 量 5= (1,1,3), 求 4"8. 
解 一 ”利用 和 矩阵 4 的 相似 对 角 阵 求 4". 
因 4 的 3 个 特征 值 相 异 ,于 是 4 必 能 对 角 化 . 记 和 矩阵 已 =( 司 ,5 5) , 则 
了 可 道 , 昌 
P '4P = diag(1,2,3) = 4， 
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也 即 4A= PAP…. 
于 是 
"= PhA"P…， 
从 而 4B= PAP :有 
先 利 用 初等 行 变 换 求 出 P 有 : 
[LI Lo00 3 
CPP-=-|1231 一 0o10 -2 
49 3 I0 0 1 1 
2 
得 P 8= |-2|, 于 是 
1 





:evw 一 


| 1 

= | 2 

1 4 

人- 2 年 到 | 
|2-2” 机 
-2 


解 二 将 向 量 有 二 浊 公认 商 后生 二 全 证 疝 是 全 二 义 求 
解 . 
因 5 ,5: ,5 是 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 , 故 向 重组 上 .5: ,5 线性 无 


关 , 于 是 向 量 必 可 由 此 向 量 组 (惟一 地 ) 线 性 表示 , 它 的 表示 式 可 由 和 矩阵 的 初 
等 行 变换 得 到 














让 100 2 
(SB = 231 1 0 -2|， 
1493 001 

于 是 有 =25 一 25:+6. 


用 4 左 乘 上 式 两 边 , 并 由 纪 (1 入 ;到 3) 是 特征 向 量 , 因 而 有 

48 = 245 -245: + 465， = 2115 2025: + :5 
同 理 可 得 4" 有 =2)15 2362 生生 26 一 2 +3 6 
人 
生 | 悦 二 2 全 二 和 十 
2=29 二 3 
例 $.S 已 知 二 次 型 


厂 = Sri+Srz+ari -2rir +6riri 一 6ric3 
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的 秩 为 2. 
(1) 求 参 数 。 以 及 此 二 次 型 对 应 矩阵 的 特征 值 ; 
(2) 指出 f(zi,zra,zrs) 一 1 表示 何 种 曲面 . 
解 〈1) 二 次 型 了 的 矩阵 








5 -0 3 145 =31] 
4=|-1 5 引 全 -| 922 -1 1， 
[二 


因 8 的 秩 为 2. 也 即 矩 阵 4 的 秩 为 2, 由 二 式 知 w=3. 
当 a=3 时 ,4 的 特征 多 项 式 
5-) -1 








， | 1 1 | 
14-MEI=| -1 5- 1) 一 一 044- | -1 5-) -3 
(040) 
3 -3 3-1 | 3 -3 | 


| 6 一 人 二 |。 -MG0A-4)(A-9)， 
| 3 -6 3-4| 
于 是 ,4 的 特征 值 X,=0,:=4,);=9. 





1 | 
(2) 由 定理 8 知 , 必 存在 正 交 变 换 | z: | = 王 | > | ,其 中 尸 为 正 交 和 矩阵 ,使 二 
Ti ly 











次 型 在 新 变量  ,v: ,y: 下 成 为 标准 形 
厂 = 4 + 9 
于 是 ,曲面 F(z,zri,zs)=1224y+9y =1. 此 方程 在 几何 上 表示 准 线 是 
> Oy 平面 上 椭圆 .母线 平行 于 轴 的 椭圆 柱 面 . 
例 5.6 下 列 矩 阵 中 ,与 矩阵 








合同 的 矩阵 是 哪 一 个 ? 为 什么 ? 
1 


(a) 了 (b) 











1 
1 
1 并 
o| 一 1 | o| 二 肖 | 
二 让 二 全 
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答 应 选 (b). 理 由 是 : 
易 求 得 4 的 特征 值 是 jh = 1.),= -1,aA:=3, 于 是 ,4 所 对 应 的 二 次 型 的 
标准 形 中 正 项 项 数 ( 正 惯 性 指数 )m = 2, 负 项 项 数 ( 负 惯性 指数 )9g = 1 . 
合同 的 二 次 型 应 有 相同 的 正 . 负 民 性 指数 , 故 选 (b) . 
例 S.7 设 4 为 3 阶 对 称 阵 ,4 的 秩 R(4)=2, 且 满足 条 件 
4+24: = 0. 
(1) 求 4 的 全 部 特征 值 ;(2) 当 A 为 何 值 时 ,4 + 人 E 为 正定 矩阵 ? 
解 (1 设 是 4 的 特征 值 , 由 题 设 知 ) 必 满 足 
人 +212 =0=>1=-2 或 1=0. 
上 式 说 明 4 的 特征 值 只 可 能 是 -2 和 0, 但 到 底 有 没有 特征 值 - 2? 有 几 个 ?这 
需要 进一步 讨论 . 
因为 4 是 对 称 阵 , 故 4 必 相 似 于 对 角 阵 4: 又 因 R(4)=2, 从 而 R(A)=2, 于 是 ， 
在 的 对 角 元 素 中 恰好 有 两 个 - 2, 一 个 0. 据 此 ,4 的 特征 值 为 h, =): = - 2, =0. 
(2) 首先 注意 到 .对 任意 的 人 , 因 4 是 对 称 阵 ,4 + AE 仍 是 对 称 阵 , 故 只 需 
令 4+ 拒 的 特征 值 全 为 正 即 可 . 
由 (1) 4 的 特征 值 为 -2, -2,0 
汪 4A+AE 的 特征 值 为 -2+ 大 ,一 2+ 类 ,大 
字 当 上 >2 时 ,4A+AkE 的 特征 值 全 为 正 
:> 当 &>2 时 ,4+AE 为 正定 矩阵 . 








习题 解答 
人 读 全 太 
| 中 人 | 
-2 L 3 


解 以 af 左 乘 题 设 关系 式 得 
ab = harat+arc， 


因 a 与 c 正 交 . 有 arce=0;a 天 0, 有 ara 天 0, 故 得 





QT 10 
和 = 
-4] 1 -2 
而 c=-)ha= 站 | -| 
L 3 -zj L-i 


2. 试用 施 密 特 法 把 下 列 向 量 组 正 交 化 : 
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(1) (aa:,as)=|1 2 4|; 
3 


1 
| 
1 9 
站 1 1 =- 纪 
(2) ( 汪汪 
Qi aa) 上 1 
1 1 0 














1 二 法 
[bu ,as] 1| 2 | > 区 世 和 全 症 | 
二 着 全 -| 1|+| -1 下 | | 
0 1 ， 
3. 下 列 矩 阵 是 不 是 正 交 和 矩阵 ? 并 说 明理 由 : 
二 下 1 8 4 
2 总 9 9 9 
了 : 你 国 | _8 fy 
《1) 二 1 地 | | 可 可 可 
1 1 4 4 7 
了 过 二 


解 (1) 不 是 , 因 第 1 个 列 向 量 不 是 单位 向 量 ; 
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(2) 是 ,因为 此 矩阵 的 3 个 列 向 量 构成 规范 正 交 基 , 即 它们 两 两 正 交 ,并 且 
都 是 单位 向 量 . 
4. 设 为 中 维 列 向 量 ,xx=1, 令 互 = 巨 -2xr7 ,证 明 互 是 对 称 的 正 交 阵 . 
证 ”对称 性 :HT = (下 -2xx7 并 = 已 -2xxT7= 奋 . 
正 交 性 : 再 " 吾 = 于 (由 天 的 对 称 性 ) 
=( 正 -2xx7)( 克 -2xxr 7) 
= 巨 -4xxT+4(xxT)OxxT) 
= 匹 -4xrrTr+4xr(xrTx)xrr (矩阵 乘法 结合 律 ) 
= 吧 (xTrx=1). 
注 “本 题 即 第 二 章 例 8. 
5. 设 4,B 都 是 正 交 阵 , 证 明 4B 也 是 正 交 阵 . 
证 一 因 (4B)(4B)7 =(4B)(B 47T) 
=A4(BB7)4” 
=447  (BBT= 巨 ) 
= 已 (447= 巨 )， 
由 定义 , 知 4B 为 正 交 阵 
证 二 因 4,B 为 正 交 阵 , 故 4,B 均 可 道 , 且 4…=A47,B- = 有 B .于 是 
4B 可 道 , 且 有 


(4B) = B 4 = BT47 = (4B) 7， 


从 而 4B 是 正 交 阵 . 
6. 求 下 列 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 : 

















: -1 1 3 和 
6 区 | 本 汪汪 用 六 区 
一 全 0 2 3 3 6 0 
ET 
解 (1) 
2-) -1 2 
14-MEI=| 5 -3-A 3 
-1 0 -2 一 A 
2 -1 和 2 -2 
一 一 一 一 | 5 -3-) -7-5) 
-1 0 0 
按 六 展开 | -1 和 2 一 2 =- 1 全 ATF 
3+A | az， 世 








=-(1t+h)， 
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所 以 4 的 特征 值 为 hi, = := ;= -1 (三 重 根 ). 
对 于 特征 值 - 1, 解 方程 (4 + 正 )x=0. 因 


13 -1 2 101 
4+E=-| 5 -2 3 一 |o11|， 
[1 0 -1 0 0 0 








注 请 读者 注意 ,在 求 特 征 值 时 ,尽量 避免 对 三 次 多 项 式 作 因 式 分 解 . 
1 一 A 2 3 -(1+》A) 2 3 


一 1 
| 


ce 

















(2) 14-MEI=| 2 1- 3 1+1 1- 3 
3 3 6-1) 0 3 6-A 
cs) 2 加 
一 (+M)| 03-1 6 
0 3 6-) 
3-) 6 
= 一 (+A =-ACA+1l)(A-9). 
( | 汪 | CA+1D(A-9) 


所 以 4 的 特征 值 为 hi, = - 1,: =0, ,=9. 
当 》= -工时 , 解 方 程 (4 + 巨 )x=0, 由 





了 1 1 4 1 1 0 
人 
| 3: ， 0 0 0 0 0 0 
R 
得 对 应 的 特征 向 量 P =| 1|; 
0 








当 ;=0 时 , 解 方程 Ar=0, 由 


3 下 1 123 1 0 1 
:1 | 下 二 -站 

证 ， 0 0 0 0 00 
-1 
中 
1 


3 3 6 
当 ):=9 时 , 解 方程 (4 -9 忆 )x=0, 由 


A = 








得 对 应 的 特征 向 量 p: = 
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-8 2 3 -5 50 
-9E=| 2 -8 | 二 |- | 
3 3 -3 -1 -1 1 
， 人 0 本 站 晤 下 
一 | -10 一 |o -2 1 
0 -2 1 和 0 0 
1 
eaawemma-| 
2 
(3) 特征 多 项 式 为 
-1 0 0 1 川 nl 1 
0 -1 1 02222211 -1 
14 -APE1= 一 
0 1 -1 0-o -1 1 
让 | 
| 1||- 3 2 
-| 1 国 | 1 |-a 计 
所 以 4 的 特征 值 为 M\, = = -1 = =1. 
当 和 =h= -1 时 , 解 方 程 (4+ 忆 )x=0， 
本 本 | 且 | 1 0 0 1 
Arz-|1lo 一 olo 
0 1 .10 0 .000 
1001 0000 
得 对 应 的 线性 无 关 特征 向 量 为 
0 -1 
-1 | 
Pi 1| 三 0| 
0 1 
当 ) = =1 时 , 解 方程 (4 -下 )x=0， 
-1 0 0 1 -1 001 
0 -1 1 0 一 0 -1 10 
4 -下 2 
0 1 -1 0 0 000 
1 0 0 -1 0 000 


得 对 应 的 线性 无 关 特征 向 量 为 
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本 | 


0 1 
0 1 
1 0 





生 关 二 





7. 设 4 为 ”， 阶 矩阵 .证 明 4" 与 4 的 特征 值 相同 . 
证 4 的 特征 值 是 特征 多 项 式 |4 - ) 巨 | 的 根 , 同 样 4- 的 特征 值 是 特征 多 
项 式 147 - ) 下 | 的 根 ,但 根据 行列 式 性 质 1, 这 两 个 特征 多 项 式 是 相等 的 : 
14-ME1I=1(4-AME)7I=147-)E1， 
从 而 4 与 4- 的 特征 值 也 相同 
注 这 里 特征 值 相同 的 含义 是 : 若 hv 是 4 的 & 重 特征 值 ,那么 它 也 是 47 
的 人 重 特征 值 . 
8. 设 ， 阶 和 矩阵 4 ,8 满足 R(4)+R(B)<) ,证 明 4 与 了 有 公共 的 特征 
值 ,有 公共 的 特征 向 量 . 
证 显然 R4)<). 另 一 方面 ， 
R(4) < 全 4 不 可 道人 0 是 4 的 特征 值 ; 
同 理 ,0 也 是 中 的 特征 值 , 于 是 4 与 B 有 公共 的 特征 值 0. 
4 与 B 的 对 应 =0 的 特征 向 量 依次 是 方程 kx =0 和 Bx =0 的 非 零 解 .于 
是 
4 与 B 有 对 应 于 = 0 的 公共 特征 向 量 


4x=0， 
兮 方程 组 有 = 0 有 非 零 角 





= 方 得 (人 -0 有 非 零 角 


人 
=R[ }< 姓 
有 


另 一 方面 ,由 矩阵 秩 的 性 质 加 
Re 人- R(4T,BT) < RC4T) +R(BT) = R(A)+R(B) < 


综 上 ,4 与 B 有 公共 的 特征 向 量 . 

9. 设 4*-34+2F=O, 证 明 4 的 特征 值 只 能 取 1 或 2. 

证 设 ) 是 4 的 特征 值 , 则 -3A+2 是 42-34+2PE=O 的 特征 值 .但 
是 , 零 矩阵 只 有 特征 值 0, 故 袜 -34+2=0=)=1 或 1=2. 

注 “本题 并 不 是 说 4 必须 有 特征 值 1 和 2, 例如 当 4 = 巨 时 ,满足 题 设 条 
件 , 但 4 只 有 特征 值 1. 

10. 设 4 为 正 交 阵 , 且 det 4A= - 1, 证明 A= -1 是 4 的 特征 值 . 
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证 由 特征 方程 的 定义 ， 
=-1 是 4 的 特征 值 全 14+ 巨 1=0. 
因此 ,只 需 证 14 + 巨 |=0. 而 
14+ 瑟 i=i14+44i=1(E+4I)41=14+ 瑟 1141=-14+ 下 1， 
=>214+ 下 1=0=>14+ 开 !=0. 

11. 设 ) 关 0 是 关 阶 算 阵 4。 ,B. .的 特征 值 , 证 明 4 也 是 ， 阶 矩阵 B4 的 
特征 值 . 

证 根据 特征 值 的 定义 证 明 . 

设 是 矩阵 4B 的 任 一 非 霉 特征 值 ,5 是 对 应 于 它 的 特征 向 量 . 即 有 

4BE = ) (7 





用 抑 阵 中 左 乘 上 式 两 边 ,得 

(B4)B5 = B(4B5) = BE = (BE)， 
若 了 奶 夭 0, 则 由 特征 值 定义 知 ,》 为 B4 的 特征 值 .下 面 证 明 且 尖 0. 事 实 上 ,由 人 
天 0 ,特征 向 量 上 和 0, 有 1 和 0, 再 由 (5.2) 式 得 485 和 0, 因 此 8 天 0. 

12. 已 知 3 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 1.2,3, 求 14 -54 ?+741. 

解 令 y(M)= 和 -Si+71. 因 1,2,3 是 4 的 特征 值 , 故 w(1)=3,8p(2) 
=2,9(3)=3 是 p(4)=4"*-542+74 的 特征 值 .又 :9p(4 ) 为 3 阶 方 阵 , 于 是 
(1 ,p(2),9(3) 是 p(4 ) 的 全 部 特征 值 .由 特征 值 性 质 得 

det(9(4)) = 8(U)p(2)p(3) =3x2x3= 18. 

13. 已 知 3 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 1,2,-3, 求 14” +34 +2 互 | . 

解 ”本题 与 例 9 相仿 .由 特征 值 性 质 得 | 4A1=1x2x(-3)= -6, 知 4 可 
逆 , 故 4 =1414 = -64…, 并 且 

B=-4' +34+25E5=-64 +34+2F. 

因为 当 ) (天 0) 为 4 的 特征 值 时 , -6 “+3A+2 是 有 的 特征 值 .分 别 取 = 1， 
2,-3 知 -1,5,-5 是 8 的 特征 值 .注意 到 有 为 3 阶 方 阵 , 故 |B1=(-1)x5Sx 
(-5)=25. 

14. 设 4,B 都 是 ” 阶 和 矩阵 , 且 4 可逆, 证明 4B 与 B4 相似 . 

证 因 4 可 道 , 故 

B4 =(4'4)B4 = 4 (4B)4， 

由 定义 ,4B 与 B4 相似 . 
{2 0 1 
3 
4 0 5 
解 先 求 4 的 特征 值 


15. 设 矩阵 4 = 可 相似 对 角 化 , 求 
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|2-2 0 1 人 
I4-MiEI=-|3 1 7 1040 4 
4 0 5-A 
= (1-A)3(6-))， 
所 以 =h=1( 二 重 根 ),), =6( 单 重 根 ). 
于 是 A 可 相似 对 角 化 
后 4 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 (由 定理 4) 
多 4 对 应 于 二 重 特征 值 1 有 2 个 线性 无 关 的 特征 向 量 
兮 方程 (4 - 下)z=0 的 系数 矩阵 的 秩 R(4 -区 )=1 (由 第 四 章 定理 
7)， 
另 -方面 ， 
人 攻 和 | 
4 - 巨 -= 3 0 zl 一 |oor-3|， 
oo4g lo 
于 是 R(L4 一 瑟 )=152z=3. 
[ 1 光 - 忆 计 2 
16. 已 知 p= | | 本 5 aa 3| 的 一 个 特征 向 量 . 
tj -1 4 -jj 

(1) 求 参数 ,2 及 特征 向 重 记 所 对 应 的 特征 值 ; 

(2) 问 4 能 不 能 相似 对 角 化 ? 并 说 明理 由 . 

解 〈1) 利用 特征 值 和 特征 向 量 的 定义 . 

设 哺 所 对 应 的 特征 值 是 , 则 由 题 设 ,(4 - ) 忆 )p=0, 即 

| -1 2 11 
5 aa-A) 3 1| = 0. 
| -1 0， -2- AL-U 
于 是 ,得 到 以 e ,2 ,》 为 未 知 数 的 线性 方程 组 : 
X+1=0， 
ae-hM+2=0，=A=-la=-30=0. 
b+AM+1:-=0， 

(2) 4 不 能 相似 于 对 角 阵 .理由 是 : 当 w= -3.0=0 时 ,容易 求 得 矩阵 4 的 
特征 多 项 式 /(M)=14 -AiEI=-(A+I, 故 M=-1 是 4 的 三 重 特征 值 .但 
4+ 巨 和 0O, 从 而 RC4+ 巨 ) 三 1, 故 齐 次 方程 

(4+)xr=10 
没有 3 个 线性 无 关 的 解 . 于 是 , 拓 阵 4 对 应 于 特征 值 M= -1 没有 3 个 线性 无 关 
的 特征 向 量 .由 方 阵 相似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 知 ,4 不 能 相似 于 一 个 对 角 阵 . 
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| 4 2 
17. 设 4=|0 -3 4|, 求 4m. 

lo 4 jj 
解 ”利用 和 扼 阵 4 的 相似 对 角 阵 来 求 4 . 
(1) 求 4 的 特征 值 : 

二 二 2 
14-MEI=| 0 -3-1 4 = 2 
4 3-A》 
0 4 3- 








=(t-A)(A-S)(A+5S)， 
所 以 4 的 特征 值 为 ), = -5,;=1,);=5, 并 且 它们 互 不 相同 ,由 定理 4 之 推 
论 , 知 4 可 对 角 化 . 
(2) 对 应 1, = - S, 解 方程 (4 + 5)x=0, 由 












































6 2 6 0 -6 1 0 -1 
As ?| 一 |% 1 | 
0 4 8 00 0 00 0 
1 
得 特征 向 量 ”证 = 直 
1 
对 应 ;= 1, 解 方程 (A - 世 )x= 0, 由 
0 :下 忆 0 0 1 0 
(4-E)=|0 -4 4 < 2 | 0 中 
0 42 00 0 0 0 0 
1 
得 特征 向 量 p: = |0|， 
0 
对 应 1: =5, 解 方程 (4 -SE)x=0, 由 
= 布丁 2 2 TE2 0 
4-5E=| 0 -8 全 -2 中 -2 | 
0 4 -2 0 0 0 00 
2 
得 特征 向 量 pm; = |1 | . 
2 
112 
3 P=(p,p:,p:)=|-2 0 1|， 
102 
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则 由 定理 2, 忆 为 可 逆 阵 , 且 
了 '4P=A4=diag(-5,1,5)， 








于 是 让 二 各 有 PP 十 让、 三 是 有 
0 -2 
求 出 P-:= 志 |5 0 二 | 滑 
人 
四 市 ,用 有 | < 和 
和 0 | 1 | 。 国 
1 0 ?2j Sm| 1 
攻 1 2.5w%1|0 -2 1 
-2 0 3 0 了 
3 
IT 0 3 一 人 
=|0 SS 0 
0 








18. 在 某国 ,每 年 有 比例 为 的 农村 居民 移居 城镇 ,有 比例 为 9 的 城镇 居 
民 移 居 农 村 .假设 该 国 总 人 口 数 不 变 , 且 上 述 人 口 迁 移 的 规律 也 不 变 .把 ”年 后 
农村 人 口 和 城镇 人 口 占 总 人 口 的 比例 依次 记 为 zx, 和 yw (z,+yw=1). 


0) 求 关系 式 | 


-4 ] 中 的 把 降 4 
(2) 设 目前 农村 人 口 与 城镇 人 口 相等 , 即 { ”| -( "全 雪人 


3 0.5 
解 (1) 这 是 一 个 应 用 问题 .关系 式 


四 


可 看 做 是 向 量 | ] 到 (的 过 推 关系 式 ,从 而 有 


yn 
网 的 提亲 层 
即 把 应 用 问题 归结 为 求 4 的 寡 4" .遵循 这 一 思路 , 先 求 4 .由 题 设 ,有 
zeroi=(1-p)r+gy fr fl-p 9 过 
Se W 昌 | 记 1-9 罗 
故 4a=( 和 ). 


习题 解答 155 





再 求 4 的 特征 值 和 特征 向 量 . 易 求 得 4 的 特征 值 1 =1.1. =1- 户 -9 

对 应 于 X = 的 特征 向 量 为 8 = { ?对 应 于 :> = 1 A- 4 的 特征 向 弛 为 

二 浊 。 广 本 1] 0 
瑟 = 人 -全 P= (5 和), 则 王 可 道 , 且 4ap= | ， ,其中 =1 p 
4. 因 此 


1 0\， 
= z[ j 
0 


到 二 











二 24g-(g 一 户 ) 普 本 
区 让 可 9; 
19. 试 求 一 个 正 交 的 相似 变换 矩阵 .将 下 列 对 称 阵 化 为 对 角 阵 ; 
请 9| 2 2 -2 
(1) | -2 2 (2) 杰 汪汪 
0 -2 -2 -4 5 
解 〈1) 先 求 特征 值 : 
2-1 -2 0 
14-MEI=| -2 1-1 -2|=-A(I-A)(2-A) -4(2- 2)+4A 
0 -2 =-A》 








=-A(I-A)(2-A)-8(1-AM)=(1-A)(A-4)(+2)， 
所 以 4 的 特征 值 为 h, = - 2, =1, =4. 
再 求 特征 向 量 : 
对 应 MA, = -2, 解 方程 (4 +2E)x=0, 由 


4 -2 0 一 全 汪涵 be 1 | 
A+2 马 = | -2 二 0 4 -4| 一 0 TSERRD 1|， 
0， -2 2 人 0 人 0 0 














得 单位 特征 向 量 Pi = 了 





1 
中 
2 
对 应 1: = 1 , 解 方程 (4 - 正 )x=0, 由 

1 -2 0 1 -2 0 1 -和 革 
人 0 | 医 -4 -< 2 中 


0 -2 -jy 0 -2 -1 
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2 


机 


对 应 1; =4, 解 方程 (4 -4E)x=0, 由 


得 单位 特征 向 量 . P: = 了 








-2 -2 "| 
4-4E=|-2 -3 - 一 | -1 -2 
0 -2 -4j -2 -4 





1 0 一 2 
0 2|， 
0 0 0 


得 单位 特征 向 量 
1 














T 去 这 
令 ee ! 直 
2 -2 1 
则 P 为 正 交 阵 , 且 有 
-2 
P-A4P=PI4P= 1 | 
4 
2-1 2 -2 了 
(2) det(4-ME)=| 2 5-1 -4 ER 0 1-》 
二 二 SS -2 -4 
-60 拓 2 铀 由 -(1-A)2(A-10)， 
一 总 有 一 六 


所 以 4 的 特征 值 为 M\ = 10,A; = 1 =1 (二 重 根 ). 
对 应 1, = 10 , 解 方程 (4 - 10E)x=0, 由 


-8 2 -2 2 -5mgE 
2 -5 -4 -9 
-2 -4 -5 0 -18 -18 

2 

2 

0 


人 
和 ， 


0 0 0 


4-10E= 





六 


1 
2|1; 
-2 


对 应 ;= ): = 1, 解 方程 (4 -下 )x=0, 由 








口 己 一 
尼 一 串 


得 单位 特征 向 量 pi = 于 
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站 记 5 训 和 
4-E-| 2 4 -< 0|， 
-2 -4 4 00 0 
0 2 


0 


得 线性 无 关 特 征 向 量 : | .将 a 和 a;, 正 交 化 得 : 
1 





























0 中 人 0 4 
记 =a=|1 本 0 -六 1 -让 
1 四 1 1 1 
0 4 
1 1 
立 化 得 :P = 二 | 1 ,m = 二 
再 分 别 单位 化 得 :P 5 六- 了 万 ， 
1 4 
人 
3 3V2 
2 1 1 
令 P=(P'pPp)-| 了 了 万 3 万 | 
= 二 二 -] 
2 3yY2 


则 为 正 交 阵 , 且 有 


P-4P=PT74P= 





| 














1 -2 -4 5 
20. 设 矩 阵 4=|-2 zz -2| 与 4= -4 | 相似 , 求 zx,y; 并 求 
-4 -2 1 y 
一 个 正 交 阵 P, 使 P- 4P= 人. 
解 先 求 z,y: 


因 4 与 A 相似 , 故 4 的 特征 值 是 5, -4,?. 由 特征 值 性 质 : 
5+(-4)+y=4 的 特征 值 之 和 
=A 的 对 角 元 之 和 =2+z， 





得 y=1+z. 
因 =-4 是 4 的 特征 值 ,有 14+4 下 |=0. 
5 -2 -4 5 -2 -有 
由 14+4E1=|-2 rz+4 -2| 一 一 | -2 z+4 -2 
-4 -2 5 -9 0 9 
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11 -2 -4 
4 xz+4 -2|=9z-4)， 
10 0 9 
得 =4. 再 代 人 v=1+xr, 得 v=5. 于 是 4 的 特征 值 为 ,= := 5.1:= -4. 
再 求 正 交 阵 己 . 
对 应 于 ,=):=5S, 解 方程 (4 -5E)x=0. 由 
-4 -2 -4 2 1 2 
昌之 本 晤 二 让 二 刘 庆 - 斌 抽 “这 0 0 0 
L-4 -2 -4 0 0 的 
1 | 1 
得 基础 解 系 5 = 中 汪汪 -把 它们 正 交 化 .单位 化 ,得 
才 芝 昌 L 0 
人 
对 应 于 和 > = -4 解 方程 (4+4E)x=0, 由 
5 -2 -4 5 -2 -4 
4+4 忆 = | -2 一 ) -18| 
-4 5 9 








1 0 汪 ep] | 
二 2 | 有 
0 0 





得 单位 特征 向 量 pn, = 了 ， | 


| 
上 之 :4 
五 王 
令 P=(Ppp)=| 0 也 . 则 王 是 正 交 阵 , 且 有 
| -2 
1- 矶 权 3V2 


P- 4P=P4P=A4. 
注 〈1) 在 寻找 xz,y 的 关系 式 时 ,题解 中 用 了 A 的 对 角 元 之 和 = 人 的 对 
角 元 之 和 以 及 14 + 4 下 | =0. 也 可 利用 特征 值 的 另 一 性 质 :141= 4 的 特征 值 之 
积 = A 的 特征 值 之 积 =141, 得 3z+8=4y. 但 由 14 -55E|=0 不 能 得 到 z,y 


的 关系 式 , 因 14 -SE|=0. 
(2) 因 相似 对 角 阵 4 是 给 定 的 ,所 以 要 注意 P 中 列 向 量 的 排列 与 4 中 对 角 
元 对 应 . 
21. 设 3 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 ), =2,); = -2,);,=1; 对 应 的 特征 向 量 依 
次 为 
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1 
局 = | 上 | 伸 = 上,= 中 
lj 0j 
求 4. 
解 因 A 的 特征 值 互 异 . 故 由 定理 2, 知 向 量 组 Pi ,pz ,P; 线性 无 关 , 于 是 
若 记 抢 阵 已 = (Pi ,pz ,ps:), 则 也 为 可 逆 阵 , 且 有 
P- AP =diag(2,-2,1) 
=>4=Pdiag(2,-2,1)P…， 











3 下 /0 
ms -| 1 二 1 计 . 玫 是 
0 1 -1 
0o112 oo0f-L 1 0 1-23 -3 
| 人 宝生 本 | 中 -| 
tloo olio 1- Il-44 -: 











22. 设 3 阶 对 称 阵 4 的 特征 值 为 hi =1,):= -1,)3=0. 对 应 AM\,)a 的 特 
中 | 和】 


21|1,p;= 由 
Re 


解 因 4 对称, 由 定理 7, 必 有 正 交 阵 Q = (9q,,9gi,93) ,使 OAO= 
0 40=diag(1,-1.0). 显 然 9 ,9g; 可 依次 取 为 pn ,pa 的 单位 化 向 量 , 即 


征 向 量 依次 为 mm = , 求 4. 








1 2 
1 
9= 了 | ?42= 卫 | 1 
2 = 多 








由 定理 6,9, 与 pi ,p: 正 交 ,于 是 9 可 取 为 方程 


PT 
jx 


的 单位 解 向 量 . 
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pl IlL2 2 10 -2 
遇 ( 阅 =( 1 全 1 让 
2 
ms .于 是 
1 
A =Qdiag(1,-1,0)Q7 (5S.3) 
1 2 2 00IIL 2 2 -1 0 2 
-地 1 -zl -o 1 |- 0 1 中 
2 -2 Uo oj -2 1 2 2 0 
23. 设 3 阶 对 称 阵 4 的 特征 值 为 M\, =6,; = ;=3, 与 特征 值 M, =6 对 应 


的 特征 向 量 为 pm = (1,1,D7, 求 4. 
解 一 ， 用 与 前 两 题 相同 的 方法 ,这 是 求解 本 题 及 类 似 题 型 的 基本 方法 . 
(1) 求 矩 阵 4 的 对 应 于 特征 值 h; = M, = 3 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 P,， 
户 ,由 对 称 阵 特 征 向 量 的 性 质 知 ,P, 与 p 和 P 都 正 交 , 即 有 
人 
PP =0， 
其 系数 矩阵 中 的 秩 等 于 1. 于 是 ,Pa ,P; 是 它 的 一 个 基础 解 系 , 取 其 为 
宝生 二 
1 0|. 
0 1 
(2) 把 向 量 组 pP ,p, 用 施 密 特 方法 正 交 化 ,得 
2 - 
人 
dj [Pa,pa] 
(3) 分 别 把 向 量 Pl ,Pa ,Ps 单位 化 ,得 


P: 二 +P3 二 

















户 =P= 














4 = 天 |11,5 = 天 | 1|1.6 = 天 |-1|. 
3 4 0 式 
万 
令 0= (生生 5)= 地 | , 则 @ 为 正 交 和 矩阵 ,并 有 








2740=0 40=diag(6,3,3)， 
(4 1 
于 是 4= Odiag(6,3,3)0-= Odiag(6,3,3)07= 4 
1 


0 


习题 解答 161 
解 二 因 4 是 对 称 阵 , 故 必 存在 正 交 阵 Q ,使 
Q740=0 40=diag(6,3,3)=A4， 
也 即 4=QO40T7， (5.4) 
并 且 , 若 @ 按 列 分 块 为 = (5 5: ,5 ), 则 向 量 5 是 对 应 于 特征 值 M, =6 的 单 
位 特征 向 量 .于 是 ,由 题 设 
1 

















1 
,= 二 |1|. 5 
E 下 (5.5) 
由 (5.4) 式 得 4-3E5 =QO(4-3E)OT 
3 0 0 人鱼] 
=(5 呈 0 0 0|| 生 
0 0 0j| 避 
续 
=3(5 ,0,0)| 人 | =35 司 
导 
反 交 性 二 六 
(5.5) 式 代入 1 1 1|， 
| 
1 1 1 4 1 1 
于 是 4A=|1 1 1+3g=|1 4 1|. 
1 1 1 4 














注 (1) 第 21.22.23 题 都 是 矩阵 对 角 化 (特别 是 对 称 阵 对 角 化 ) 理 论 的 应 
用 .比较 三 题 所 给 条 件 :第 21 题 知 3 个 特征 值 及 3 个 特征 向 量 ;第 22 题 知 3 个 
特征 值 及 2 个 特征 向 量 , 且 知 4 对 称 ; 第 23 题 特征 值 中 知 1 个 单 根 ,1 个 重 根 及 
单 根 所 对 应 的 特征 向 量 , 且 知 4 对 称 .由 第 21 题 的 解法 ,再 利用 对 称 阵 的 特征 
向 量 正 交 性 , 便 可 得 第 22.23 题 的 解法 . 
(2) 第 22 题 求解 中 ,在 写 出 单位 特征 向 量 g, ,9; 后 ,由 (5.3) 式 有 
4 =Qdiag(1,-1,0)07 
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天 人 0 0119 1 
-ee -1 | 
0 0 0 


= 一 919! 9292， 

由 此 可 知 对 应 MA; =0 的 特征 向 量 9, 是 不 必 具 体 求 出 的 ,因为 这 时 4 已 由 g, ,9， 
确定 了 .这 是 由 0 是 4 的 特征 值 这 一 特殊 情况 所 带 来 的 方便 之 处 .由 此 启发 出 
第 23 题 的 解 二 :把 求 矩 阵 4 转换 成 求 4 - 3 瑟 , 因 为 0 是 4 -3 的 二 重 特征 
值 . 

24. 设 a=(a,az,…,a)ai 天 0.4=aa7， 

(1) 证 明 X=0 是 4 的 ，-1 重 特征 值 ， 

(2) 求 4 的 非 零 特 征 值 及 ， 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

解 首先 证 明 A=0 是 4 的 "-1 重 特征 值 .注意 到 4 为 对 称 阵 . 故 4 与 
对 角 阵 A = diag(A,A:,…,X，) 相 似 , 其 中 1,),…,， 就 是 4 的 全 部 特征 值 . 
显然 R4)=1, 从 而 RCA)=1, 于 是 4 只 有 一 个 非 零 对 角 元 , 即 X=0 是 4 的 
m -1 重 特征 值 . 

其 次 , 求 4 的 非 零 特征 值 , 因 4 = aa ' 的 对 角 元 之 和 为 之 a; ,又 由 特征 值 性 
质 :4 的 ， 个 特征 值 之 和 为 它 的 ， 个 对 角 元 之 和 ,从 而 由 上 所 证 知之 a; 为 4 的 
(惟一 的 ) 非 零 特征 值 . 

再 求 4 的 特征 向 量 . 

(i) 对 应 于 =0, 解 方程 hax=0. 由 











1 aaz … aa 
5 所 二 6 十 有 人 二 
汪 azal ad … aa,| 一 - |0 0 Ce | (5.6) 
ar 叶 
:2 站 0 0 0 
QQ aaz an ru-asr 
得 ， -1 个 线性 无 关 的 特征 向 量 为 : 
aa aq3 人 5 
aa QQ ai 
了 _| 0 _|10 
5-| 15=| | 一 和 =| 0 
0 0 1 








(ii) 用 两 种 方法 求 对 应 于 A, = 之 w; 的 特征 向 量 . 
方法 一 ”由 对 称 矩 阵 性 质 知 5, 与 5: ,…,5, 都 正 交 , 即 5 是 方程 





{ 导 | 


1 
和 
的 非 零 解 .而 由 (5$.6) 式 知 ao (5 ,5 ,5,)=0, 两 边 转 置 得 


号 | 








a=0， 





故 可 取 必 = a ,这 样 5 = a.6: ,5 .5. 就 是 4 的 ”个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 
方法 二 由 4=aa'", 有 
4a=aa'a=alara)=(aro)a， 
按 定义 , 即 知 4 有 非 零 特 征 值 X, = ara , 且 对 应 特征 向 量 为 a. 
注 方法 二 事实 上 给 出 了 求 4 的 非 零 特 征 值 的 另 一 方法 . 


3 -2 
25. 0D 设 4=| 让 . 末 w(A)=4" 54 


2 
1 ?| 
2 2|, 求 p(4)=4"-64"+54". 
2 jj 





忆 一 


解 因 4 是 对 称 阵 , 故 正 交 相 似 于 对 角 阵 . 
3-1 -2 
-2 3-4 
求 得 4 的 特征 值 为 M, = 1,A;: =5. 
对 应 1, = 1 , 解 方程 (4 - 忆 )x=0, 由 


4-5( -2 一 (中 
得 单位 特征 向 量 mm= 点 (让 
对 应 1; =S, 解 方程 (4 -SE)x=0, 由 


一 TI 一 LT 浊 
4-5E=| 人 (0 
一 2 一 2 0 0 


得 单位 特征 向 量 “站 


Gula-iEI-| |=G-i7-4=0-506-A)， 


令 P=(P， PP)= 上 上 人 , 则 己 是 正 交 阵 , 且 有 
Y2\1 
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| cwi 二 本 国 
下 由 二 玉 有 AP= 肥 = 0 了 4 


一 p(4)= Pp(A)PT 


3 


-二 


(2) 这 是 求 矩 阵 4 的 多 项 式 的 问题 . A 的 特征 多 项 式 


























2-》 1 2 5- 1 2 到 
Ci+ecs+c 
14- 左 1=| 1 2-1， 2 | 一 一 |5-1) 2- 2 |=(-)|1 2-2 2 
2 2 5-A 2 1-1) 1 2 1-， 
1 1 2 
m- 1-A》 0 
(SA 0 1-》 0 -6G- 让 2 
0 1 -+h) 








=(1-A)G+A)A-S)， 
于 是 4 的 特征 值 M, = -1,); =1,);=5. 因 为 4 是 对 称 阵 , 由 定理 7, 存在 正 交 
阵 Q@Q=(5 ,5 5) ,使 
CT740=0 40=diag(-1,1,5)=4， 
也 即 4=QO40T， 
并 且 @ 的 列 向 量 5 是 对 应 特征 值 X, 的 单位 特征 向 量 ,i=1,2,3. 从 而 有 
9(4)=Op(4)CT7 
= Oy[diag(-1,1,5)]07 
=Qdiag(p(-1),9(1),9(5))O7 














12 0 01{ 司 
=(5 55)|0 0 0|| 呈 
0 0 0 人 
=125 人， (5.7) 


其 中 mp(z)=z"-6z+sr,g(-1)=12,9(1)=0,9(5)=0. 这 样 ,只 需 计算 
出 和 5，, 即 对 应 A = -1 的 单位 特征 向 量 , 代 和 人 上 式 即 得 (4). 
解 方程 (4 + 互 )x=0, 由 
本 | 
和 中 


0 0 0 


4+ 正 一- 
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i -上 
得 单位 特征 向 量 司 ， = 郑 





上 
1 1. 
四; 


代入 (5.7) 式 , 即 求 得 


1 1 -2 
p(4)=2| 1 1 -2|. 
-2 -2 4 





26. 用 矩阵 记号 表示 二 次 型 : 

(1) = zt+4zy+4 闪 +2rz+z2+4yzi 
(2) [= 妆 + 史 -7z 一 2zy-4rz 一 4yzi 
(3) f= z+zi+Z 一 2zizz+6zizy， 


- 之 














直 描 
解 (1) f=(zrz,y,z)|2 4 2||y|， 
1 2 ULz 
人 
oreowal: LE 一 2 中 
交大 人 





(3) [= (zivravzs) 





1 -1 0 lz 
二 全 1 311z21. 
0 3 JUzr， 


”27. 写 出 下 列 二 次 型 的 矩阵 : 





2 1 2 
CD on 有 (2) F(x)=xTl4 5 6|x. 
7 8 9 
钥 《0 记 x= 人 ] 史 
2 


本 1 
Ar-coz(s 人 


本 :是 
=2zi+ 妆 +zizz+3zazi=2zi+ 十 4 


本 )( 2V1zi 
SR 中， 


故 了 的 纸 阵 为 2 小 


(2) 与 (1) 相 仿 ， 
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| 2 . 涡 卫生 5] 
7 |4 5 6|x=xrl3 5 7jxr， 
8 9 7 
TS 
故 了 的 矩阵 为 |3 5 7|. 
5 7 ] 
28. 求 一 个 正 交 变 换 化 下 列 二 次 型 成 标准 形 
(1) /=2zi+3zi+3z3+4z2735 
(2) = 三 + 了 +2ziry 一 2zzy. 
解 (1) 二 次 型 了 的 矩阵 为 
2 0 0 
4=|0 3 中 
0 2 3 
它 的 特征 多 项 式 为 
2-》 0 0 
14-)MEI=| 0 3-) 2 =-e-a| 了 
0 2 3-4 2 
=(2-hA)(A-1)(A-5)， 
所 以 4 的 特征 值 为 M, = 1,): =2,)A;=5. 
对 应 特征 值 M, = 1, 解 方程 (4 - 尼 )x=0, 由 
1 0 0 1 0 0 
4A-5E=|022 一 1 中 
0 2 2 0 0 0 
0 
得 单位 特征 向 量 诈 -万 本 
对 应 特征 值 \; = 2, 解 方程 (4 -2E)x=0, 由 
0 0 0 0 1 0 
4A-2B=|0 1 2 一 -|oo0 中 
0 2 1 0 0 0 
1 
得 单位 特征 向 量 mm = |0|; 
0 








对 应 特征 值 M; = 5, 解 方程 (4 -5E)x=0, 由 


2 
二 


167 





0 
上 
令 P=(pPi,P,p)=| VI 


即 








便 把 了 化 为 标准 形 


志 








二 
J=i+2W+Sy3; 


1 











1 
(2) 二 次 型 的 矩阵 为 4A=|L1 0 - 
0 -1 
1-1 1 0 
1 
I4-iEI=| 1 -1 TU-)) 
0 -1L1-， 
-0-a| |- 
-1 1-A》 


所 以 4 的 特征 值 为 hi =2, =13= 一 1 
对 应 M, =2, 解 方程 (4 -2E)x=0, 由 


之 业 


一 2 互 = 1 





芭 


1 
wwewanmn 中 


1 0 


关 过 3 一 证 
0 


0 
1 
1 





1 
一 
0 





后 








, 它 的 特征 多 项 式 为 


-el 


ee 


=( -2)(2 一 1 





10 0 
一 一 
0 -1 1-^ 
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对 应 A; = 1, 解 方程 (4 -- 巨 )x=0, 由 

















|0 1 0 1 0 =1{ 
站 二 相让 二 和 |D) 汪 0|， 
:于 0) 0 0 0 
得 单位 特征 向 量 -点 
对 应 1; = -1, 解 方程 (4 + 蕊 )x=0, 由 
2 1 0} 1 0 1 1 0 1 
4+ 瑟 =|1 和 全 1 
四 ”一 1 和 < 2 0 0 0 


| 
= 工 
得 单位 特征 向 量 ”P 了 ?| 
令 P=(Pi,P ,pi), 则 己 为 正 交 阵 ,再 作 正 交 变换 x = Py， 
1 “1 E1 














| 二 五 再 | 
即 时 二 0 志 和 
党 和 

他 本 大 


则 化 /为 标准 形 : 太 = 2yY + 只- 及 
29. 求 一 个 正 交 变换 把 二 次 曲面 的 方程 


3zz+Ssy+Szz+4ry-4rz-10yz=1 




















化 成 标准 方程 . 
解 ” 记 二 次 曲面 为 = 1, 则 矿 为 二 次 型 , 它 的 矩阵 为 
3 2 -2 
4=| 2 5 -5|， 
-2 -5 5 
3 汉 ， 二 3 天 企 2 
由 14-)MEI=| 2 5-) -5 er 2 5-1 -5 
=27 3 5 0 “性 
训 汪 5 0 3-1 4 
(-1)| 2 10-) -5 -(-a| , 国 
0 0 1 
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=(-A)(-2)(-11)， 
所 以 4 的 特征 值 为 Mi, =0,)=2,); =11. 
对 应 于 ,=0, 解 方程 hx=0, 由 











3 2 -2 fl-3 3 10 0 
4=-| 2 5 -5 ua-al 一 1 -1 
-2 -5 -to 0 0 00 0 


0 
wweammw- 基 | 
1 


对 应 于 特征 值 \; =2, 解 方程 (4 -2E)x=0. 由 
1 2 -2 1 2 -2 
0 -1 二 < 


入 汪 了 2 
0 0 0 





A-2 马 = 











2 朱 





到 
0 1 1|， 
0 0 0 


4 
Se |= 
得 单位 特征 向 量 pz - 刘 1 





对 应 于 特征 值 a; = 11, 解 方程 (4 - 11E)x=0. 由 























-8 2 -2 2 -6 -5 2 0 1 2 0 1 
4-1E=| 2 -6 -5 一 | -2 -2| 一 |o11 一 |-210 
-2 -5 -6 0 -1 -1 0 0 0 0 0 0 
1 
得 单位 特征 向 量 pi= 词 | 2|. 
人 4 1 
人 
3V2 3 
访 宇 三 EL 也 
令 王 = (Pi ,Pa ,pi)= 3 , 则 为 正 交 阵 ,并 且 正 交 变 换 
和 ,二 := 守 
2 3Vv2 3 
4 1 
和 
3V2 3 
宛 下 
-| 工 -1 二 
?| | 天 3 五 了 | 
之 1 1 5 0 
2 3 3 
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即 为 所 求 ,在 此 变换 下 ,二 次 曲面 的 方程 化 为 标准 方程 2: + llzo =1 ( 它 是 椭 
圆柱 面 ). 

30. 证 明 二 次 型 = xrT4r 在 1xzl=1 时 的 最 大 值 为 矩阵 4 的 最 大 特 
征 值 . 

证 设 三 :三 … 二 jh, 为 4 的 个 特征 值 ,由 定理 8, 知 有 正 交 变 换 x = 
@y ,使 

Or) = 了 QT407= 了 hy7= AT 二 Any 

又 lxrlla=xrx=yOooy=yy=17l， 
从 而 axi7(x) = ax 了 47 = ax (AI 二 





另 一 方面 , 取 yn = el=(1,0,…,0)7 , 即 % 为 第 1 个 分 量 是 1 的 单位 坐标 向 
量 , 再 令 ro= Oy , 则 | xul = | yo = 上 ,并且 二 次 型 了 在 xu 处 的 值 为 
xu) = 加 hyo= 
综合 以 上 知 max, 人 x) 二 no Ai 
31. 用 配方 法 化 下 列 二 次 型 成 规范 形 ,并 写 出 所 用 变换 的 矩阵 : 
(1 (zzavzi)=i+3z+Sz +T2zizl 一 4z1z38 
(2) /(z zavzs)=zi+223+T2riri 二 2zzr3i 
(3) 1(zizayvrs)=2zri+z+473+2rizi 一 2zra73. 
解 (1) 由 于 三 中 含 变量 r, 的 平方 项 , 故 把 含 r, 的 项 归并 起 来 ,配方 可 得 
(zzrayzi)=zi+2rirl 一 4riri+3z3+Sz3 
=(rl+zi-2zr)2 一 z 一 4z3+47izy+3z3+Sz3 
=(ri+zi-2r)2+2z3+z+4rzs 


= (zi+zi 一 2r)2+2(zra+zs3)2 一 3 


1 
二 一 一 + 
yt=TiI+z 一 273， 1 败 厅 六 33a， 


令 4wm=y2(z:+xz)， 即 


工 
T2 二 太史 一 ， 
2 三 T3， V2 


3 一 3 


34， 3 


一 


写成 矩阵 形式 :x= Cy, 这 里 C=|0 工 -1 为 可 逆 阵 .在 此 可 逆 变 换 下 ,了 了 


二 让 


0 1 
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化 为 规范 形 : 
1z)= 有 CCy)= + 吕 一 史 . 
(2) 由 于 了 中 含 变量 r, 的 平方 项 , 故 把 含 r, 的 项 归并 起 来 ,配方 可 得 
zz 了 = 了 二 223 十 271 元 二 2323 
=(zi+z) + 如 +27ozi 


= (zi+zri) 一 +(zz+Ii)2， 





= + Ta TI+ 一 
令 4ym= Ta， 即 | 3， 
= 2 二 一 +， 
1 1 1 
写成 矩阵 形式 :r= Cy, 这 里 C=|0 1 0| 为 可 逆 阵 .在 此 可 逆 变 换 下 ,也 
和, ) 二 王 1 








化 为 规范 形 : 
Jr)= CCy)=i 一 哆 + 时 . 
(3) 由 于 /xz ) 中 含 变量 r, 的 平方 项 , 故 把 含 r, 的 项 归并 起 来 ,配方 可 得 
Janiyravzs)=2zi+ 妇 +4zi+2riri 一 27raz3 


一 221 十 2zizr+T+4Z3 一 2zyZi 





= 人 (aa + 误 ) + 二 本 +23 -2razi+2 三 
本 下 
= (ar + 方 站 十 方 = -yz + (VIz 
yw =V2z， + 
令 1yw= 方 = -V2zr， 即 7= 5x， 
= V2z， 
1 
一: 0 
上 汪 
这 里 P= |0 苷 -vV5| ,为 可 逆 矩 阵 , 且 易 求 得 
V2 
0 0 2 
C=P-'= 
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于 是 在 可 逆 变 换 x= Cy= P 'y 下 ,三 化 为 规范 形 : 
1x)=FCy)=i+ 史 + 叶 . 
32. 设 f=xzi+zi+sri+2arir -2riri+47rizri 为 正定 二 次 型 , 求 a. 
解 用 定理 11( 赫 尔 维 茨 定理 ) ,对 三 的 矩阵 4 进行 讨论 . 
1 


[1 
4=| aa 1 2|， 
2 





由 定理 11,4 正定 全 





1 
“|>oaial>a 
a 1 


1 
>0>o<1i 由 41= -so(5a+4)>0>- 生 <o<0. 合 起 来 , 当 


由 


色 








-号 <w<0 时 ,4 正定 ,从 而 了 正定 


33. 判定 下 列 二 次 型 的 正定 性 : 
(1) f= -2zi-6c -4z+2zzr+2zrzs 


(2) = 三 +3zi+g9zri -2zrizy+47ir3. 





-2 1 
解 这 二 人 二 | 1 -6 0|, 它 的 1 阶 主子 式 -2<0;2 阶 主 子 
|。 -4 
区 | _ | = noss 了 主子 式 , 即 141- -38<0 由 定理 11 知 /为 负 定 二 
1 -1 
(2) /的 矩阵 4=|-1 3 0|, 它 的 1 阶 主子 式 1>0;2 阶 主子 式 
2 09 








1 

34. 证 明 对 称 阵 4 为 正定 的 充 要 条 件 是 :存在 可 逆 阵 0 ,使 A= 芒 吕 , 即 
4 与 单位 矩阵 巨 合同 . 

证 充分 性 : 若 存在 可 逆 阵 避 , 使 4 = 07U, 任 取 xERYIx 天 0, 就 有 Ur 尖 
0, 并 且 4 的 二 次 型 在 该 处 的 值 

Jr)=xrhxr=xrUTrUxr=[Ur,Ur]= 1 Url2>0， 

即 矩 阵 4 的 二 次 型 是 正定 的 ,从 而 由 定义 知 ,4 是 正定 抢 阵 . 

必要 性 : 因 4 是 对 称 阵 ,由 定理 7, 必 存在 正 交 阵 @ ,使 

QT740=4=diag(h Ms)， 


民 “| -2>0;3 阶 主 子 式 , 即 141 -6>0, 由 定理 1 知 /为 正定 二 次 型 
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其 中 ,1:,…,), 是 4 的 全 部 特征 值 .由 4 为 正定 矩阵 , 故 1, >0,i=1,2,…， 
1.. 记 对 角 阵 A, = diag(V 和 ,V 7): ,…,V 和 ), 则 有 
Ai = diag(V 和 Vi ,VD )diag(VA,V7 ,V) = 人. 





从 而 
4=040 =044O =(04)(O4) ， 
记 U=(OC4,)7 ,显然 U 可 逆 , 并 且 由 上 式 知 4 = [ 太 避 . 

















习题 5( 附 答案 和 提示 ) 
5.1 选择 题 
(1) 下 列 矩 阵 中 可 对 角 化 的 是 ( ) . 
1 2 0 102 1 2 0 下 
(a) |0 1 0 (b) 10 2 | (oO 2 0 (dl|0 1 0 
0 0 2 lo 0 1 0 .01 0 0 2 
(2) 设 3 阶 矩 阵 4 的 特征 值 为 0,1,2, 那 么 R(4+ 开 )+R(A 一 开 ) 为 ( 六 
(a) 2 (b) 3 (co) 4 (d) 5 
(3) 二 次 型 = x 4x 的 矩阵 4 的 所 有 对 角 元 为 正 是 /为 正定 的 ( RN 
(a) 充分 条 件 但 非 必要 条 件 (b) 必要 条 件 但 非 充 分 条 件 
(ce) 充 要 条 件 (〈d) 既 不 充分 也 不 必要 条 件 


(4) 设 方 阵 4 与 吾 相 似 , 则 ( ). 

(a) 4 -APE= 有 -)E 

(b) 4 与 B 有 相同 的 特征 值 和 特征 向 量 
(ec) 4 与 B 都 相似 于 一 个 对 角 阵 

(d) 对 任意 常数 上 .4 - 下 与 B-:tE 相似 


1 1 1 1 4000 
(3) 设 4= | 2 1 ,9 0 | 网 4 与 B( ). 
中 业 生 0000 
TY 0 .000 
(a) 合同 且 相 似 (b) 合同 但 不 相似 
(ce) 不 合同 但 相似 《d) 既 不 合同 也 不 相似 


5.2 设 4 为 ” 阶 和 矩阵 ,证 明 4 为 正 交 阵 的 充 要 条 件 是 4“ 为 正 交 阵 - 

5.3 设 ) 是 ” 阶 矩 阵 4 的 一 个 特征 值 . 

(1) 求 4 ,4 +34 + 2 巨 的 一 个 特征 值 ; 

(2) 若 4 可逆 , 求 4 ,已 -24“-34 “的 一 个 特征 值 - 

5.4 设 3 阶 矩阵 4 的 特征 值 为 1,-1,2,B=4?-54?, 求 det B 及 det(4-5E). 

5.5 设 4 阶 和 矩阵 4 满足 A+3E|=0,44"=2BE,141<0, 求 4 的 一 个 特征 值 ,这 里 
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4 "为 4 的 伴随 矩阵 - 

5.6 设 1,,): 是 矩阵 4 的 两 个 不 同 的 特征 值 ,w, ,…,a, 是 对 应 于 特征 值 M， 的 线性 无 
关 的 特征 向 量 ,8, ,…, 及 是 对 应 于 特征 值 M: 的 线性 无 关 的 特征 向 量 ,证 明 向 量 组 w, ， 
P， ,及 线性 无 关 . 

5.7 设 4 为 " 阶 和 矩阵 , 若 存在 正 整数 人 ,使 4 = O ( 称 这 样 的 矩阵 为 排 零 矩阵 ). 证明; 
(1 det(4+ 下 )=1;(2) 4 相似 于 对 角 矩 阵 的 充 要 条 件 是 4= O. 

5.8 已 知 二 次 曲面 方程 


dhry+2rz+2y< 一 4 





可 以 经 过 正 交 变 换 





化 为 柱 面 方程 v + 4z< “= 4, 求 wb 的 值 及 所 用 庄 交 阵 己 . 

5.9 本省 生 下 人 和 全 全 全 全 放 仆 生 人 
别 是 w=(-1,-107 和 eaw:=( 2, -0D7. 求 4. 
2 0 中 1 0 0 
2 “ 关 国 ijB=| 0 2 0 
3 0 0 


5.10 设 矩 阵 4 = 相似 . 











(bD 求 和 0 

(2) 求 可 逆 阵 已, 使 P“4P= 轨 . 

0 0 | 

YY 1 y| 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 其 , 求 x,y 应 满足 的 条 件 . 
1 0 0) 


5.11 设 4 





1 2 
5.12 及 4 2 25r" +5zw+19. 求 9(A). 


5.13 设 4 为 m 阶 正定 阵 .B 为 mxnm 和 矩阵 ,证明 :B74B 为 正定 阵 的 充 要 条 件 是 
R(B)= 严 

5.14 某 试 验 性 生产 线 每 年 ! 月 进行 熟练 工 与 非 熟练 工 的 人 数 统计 .然后 ,将 116 匈 练 
工 支援 其 他 生产 部 门 ,其 缺额 由 招收 新 的 非 熟 练 工 补 齐 .新 \ 老 非 熟 练 工 经 培训 及 实践 ,至 年 
终 考核 有 215 成 为 熟练 工 . 设 第 "年 1 月 统计 的 热 练 工 及 非 熟 练 工 所 占 百分比 分 别 是 习 ， 和 


> 为 (全 
和 


Re 
os 人 | 


加 


Se 


关系 式 并 本 和 了 形式 | 全 “人 (人 


中 二 人 


3 


al- 中 =- 
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5.15 在 三 维 空间 直角 坐标 系 中 ,二 次 曲面 +Y - 盖 -3y+2xz -2y<=0 表 示 什 么 
样 的 曲面 ? 


答案 和 提示 


S$.1 (1) (ec), 提 示 : 参 看 例 11 之 析 ;(2) (d) ,提示 :4 可 对 角 化 =>R(4+E)=3， 
R(4-E)=2;(3) (b);(4) (d) ,提示 : 由 PP 4P=B->P (4-!E)P= 有 -PE;(5) (a), 提 
示 : 由 第 一 章 习 题 8(2) 知 4 的 特征 值 为 4.0.0.0 

5.2 略 . 


5.3 (1 112+3A+2;(2) 到 ,1L- 


> 


5.4 181= -288.14 -5SE!= -72. 
5.5 子 ,提示 :由 三 设 知 3 为 4 的 特征 值 ;14| = - 4, 再 参看 教材 第 五 章 例 
5.6 提示 : 设 有 
ALGi+…+kG+1BT+…+1 =0， (1) 
将 上 式 等 号 两 边 均 左 乘 4 ,得 
ARG + + 人 G)+EA :CNY + 
又 由 式 (1) 两 边 乘 1: ,得 
Mk +…+ 大 G@,)+A:CB+…+18)=0. 
上 面 两 式 相 减 ,并 由 1 天 :得 
AiGi +…+AG, =0=>A = 
同 理 , =…= 人 =0, 于 是 ,向 量 组 em ,a， ,有 
5.7 提示 :(1) 4 的 特征 值 全 为 零 -~ 4 + 巨 的 特征 值 全 为 1;(2) 充 分 性 显然 ;必要 性 : 若 
4 相似 于 对 角 和 矩阵 A, 则 A 一 定 是 党 矩阵 ,于 是 ,P "AP= OA= 0. 















二 
V2 vv3 6 
5.8 u=3,06=1PpP=| 0 三 车 ,提示 :参看 例 5.5. 
上 和 
V2 3 6 
二 每 
10 | 
2 13 
0 0 1 
5.10 (ID) =0.6=-2;(2) P=| 2 1 0|. 
和 1 





S.11 提示 :4 的 特征 值 M, = M: =1,1: = -1. 为 使 对 应 于 二 重 特征 值 1 有 两 个 线性 无 
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关 的 特征 向 量 ,矩阵 4 - 巨 的 秩 必须 等 于 1, 由 此 可 推 得 x+ y=0-. 


5.12 (4)= 计 (+ [7 .参看 习 17 和 习题 25 


和 
2 2 

5.13 提示 :Br 4B 是 正定 矩阵 全 Yx 天 0,xT(BT74B)r>0Yxr 天 0,(Br)74(Br)>0 
全 方程 组 Bx =0 只 有 零 解 (因为 4 是 正定 矩阵 )R(B)= ”. 


To 人 医 总 9 4 
ce 人 jms 地 人 


(2) (]- 吉 )} 
所 2+3 到 


5.15 ”提示 ;: 因 三 的 标准 形 中 系数 二 正 一 负 , 故 曲面 是 一 个 锥 面 . 


“第 六 章 
线性 空间 与 线性 变换 


基本 要 求 


1. 了 解 线性 空间 的 概念 ,了 解 线性 空间 的 基 与 维 数 , 了 解 坐标 的 概念 及 ， 
维 线性 空间 V, 与 数组 向 量 空 间 R" 同 构 的 原理 . 知道 基 变换 与 坐标 变换 的 
原理 . 

2， 了 解 线性 变换 的 概念 ,知道 线性 变换 的 像 空间 和 核 .会 求 线性 变换 的 矩 
阵 ,知道 线性 变换 在 不 同 基 中 的 矩阵 彼此 相似 . 知道 线性 变换 的 秩 . 


内 容 提 要 


1. 满足 教材 中 所 列 八 条 规律 的 运算 称 为 线性 运算 ,定义 了 线性 运算 且 对 运 
算 封 闭 的 非 空 集合 称 为 线性 空间 . 

2. 线性 空间 的 性 质 : 

(1) 零 元 素 是 惟一 的 ; 

(2) 负 元 素 是 惟一 的 ; 

(3) 0a=0,(-1)a= -ahM0=0; 

(4) 若 Mz=0, 则 =0 或 a=0. 

3. 第 四 章 中 讨论 的 ” 维 数 组 向 量 的 有 关 概 念 , 如 线性 组 合 、 线 性 相关 与 线 
性 无 关 向 量 组 的 秩 向量 空 间 的 基 与 维 数 .向量 在 基 中 的 坐标 等 ,都 可 直接 套用 
到 线性 空间 中 来 . 

4. 设 在 ” 维 线性 空间 V, 中 取 定 一 个 基 al ,ca ,…,a,, 则 Yac V, ,惟一 
存在 一 个 ， 维 数组 向 量 x= (zi,zi,…,z,) ER ,使 

@= ziIGI+TiGz+…+Tas 一 (Ga Qu)x， 

于 是 V, 中 的 向 量 a 与 R" 中 的 向 量 x 有 一 一 对 应 的 关系 :a**x, 据 此 ,数组 向 量 
称 为 向 量 w 在 基 [ai ,aa: ,…',a, ] 中 的 坐标 .对 应 关系 we*x 也 可 记 作 wa= 工 . 
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由 于 V. 与 R" 的 元 素 一 一 对 应 , 且 这 种 对 应 关系 保持 线性 组 合 的 对 应 , 即 

设 ec, PEV,,r,yER" .ApeER， 
若 ax,Bey, 则 hat+rjphxr+y1py- 

据 此 , 称 线性 空间 V, 与 s" 同 构 . 于 是 任何 ， 维 线性 空间 都 彼此 同 构 , 且 都 与 
员 "” 同 构 .由 于 V, 与 乏 " 同 构 ,内 此 V。 中 的 抽象 的 线性 运算 就 可 转化 为 尽 " 中 的 
线性 运算 . 

5. 基 变 换 与 坐标 变换 

设 wa:,…,a， 和 有 ,8:,…,8， 是 线性 空间 V, 中 的 两 个 基 , 基 有 ， 
有 ,…, 有 , 用 基 ui ,a:,…,a, 线性 表示 的 表示 式 

《有 8) = (GeG2 

称 为 从 基 ai ,aa:,，…,a, 到 基 忆 ,有 ,…, 有 .的 变换 公式 ,” 阶 矩阵 已 =( 记 )，， 
称 为 过 渡 和 矩阵 . P 是 可 逆 阵 ,并且 它 的 第 ;个 列 向 量 是 向 量 及 在 基 w ,a:,…， 
Q, 中 的 坐标 ,= 1,2，… 

设 W, 中 的 向 量 a 在 上 述 两 个 基 中 的 坐标 依次 为 

和 
则 有 坐标 变换 公式 
x =Pxr (或 x=Pxr'). 

6. 设 有 两 个 线性 空间 V 和 , 从 V 到 的 映射 了 如 果 满 足 : 对 任何 w,， 

aasE VER, 总 有 
TWOal +haa)=hTCa)+)T(a))， 

则 称 T 为 线性 映射 (或 线性 变换 ). 

线性 变换 的 像 集 T(V)CU 是 一 个 线性 空间 , 称 为 T 的 像 空间 . 像 空间 
维 数 称 为 线性 变换 T 的 秩 . 

集合 Sy= lalT(a)=0,aeVi 电 是 一 个 线性 空间 , 称 为 线性 变换 开 
的 核 . 

从 线性 空间 V 到 其 自身 的 线性 映射 称 为 中 的 线性 变换 . 

7. 线性 变换 的 矩阵 

设 工 是 ， 维 线性 空间 V, 中 的 线性 变换 ,在 V, 中 取 定 一 个 基 ai ,az ,…， 
a, ,如 果 基 的 像 用 基 表 示 的 表示 式 为 

Tal,a:,…,a,)=(T(al),Ta:),…,T(a,))=(al,a:,…,a,)4， 
则 矩阵 4 = (av ),. , 称 为 线性 变换 了 在 基 a, ,a:,…,a, 下 的 矩阵 .反之 ,给 定 矩 
阵 4 ,满足 T(al,a.…a.)=(a,a:.…,a,)4 的 线性 变换 了 是 惟一 确 
定 的 . 
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设 8P=Ta),a=(aa: ,axr,pB=(aa:,…a,)y (xz,yER) ,由 
T(a)=Tala:,…,a)xr=(aa:,…,a,)4r, 得 了 = 4xr. 这 就 是 说 ,在 线性 
室 间 V, 中 取 定 一 个 基 w, .as: ,…,a, 以 后 ,如 果 疝 量 ,有 的 坐标 依次 为 x 和 y， 
线性 变换 T 的 托 阵 为 4 ,那么 V, 中 的 线性 变换 有 = T(a ) 对 应 尽 " 中 的 线性 变 
换 ?= 4Ax. 

8. 设 线性 空间 V. 中 取 定 两 个 基 ae ,a: ,… ,ac 和 及 ,P ,…, 有 8 , 且 

(8 .8 ,8 )=(aa,…,a,)P， 
V, 中 的 线性 变换 了 在 这 两 个 基 下 的 矩阵 依次 为 4 和 中, 则 
有 = 己 AP， 
这 表明 V, 中 的 线性 变换 工 在 不 同 基 下 的 抢 阵 彼此 相似 . 


学 习 要 点 


本 章 是 线性 代数 几何 理论 的 基本 知识 ,初步 了 解 这 些 知识 是 很 有 益 的 , 它 使 
我 们 能 用 更 高 的 观点 去 审视 前 几 章 的 内 容 ,使 它们 有 广泛 的 应 用 . 

本 章 先 介绍 线性 运算 和 线性 空间 的 概念 .对 于 线性 空间 中 的 向 量 组 ,依据 线 
性 运算 ,也 有 线性 组 合 .线性 相关 与 线性 无 关 ,向 量 组 的 秩 等 概念 ,也 有 线性 空间 
的 基 和 维 的 概念 .然后 着 重 讨论 ” 维 ( 有 限 维 ) 线 性 空间 . 

在 ， 维 线性 空间 V, 中 取 定 一 个 基 a ,a: ,… ,Ga,, 则 V, 中 任 一 向 量 w 就 可 
与 R" 中 的 数组 向 量 x = (ri ,ra,…,zv) 建立 起 一 一 对 应 的 关系 

@=(GG2，…G)xeex， 
并 且 这 个 对 应 关系 保持 线性 组 合 的 对 应 , 即 若 ax,B.y, ,ER, 则 
Ma + PP 一 Ar+Hy. 

于 是 把 x 称 为 wx 的 坐标 ,并 把 V。 中 的 线性 运算 转化 为 R" 中 的 线性 运算 . 

由 于 V, 与 R" 的 元 素 有 一 一 对 应 的 关系 , 且 此 对 应 关系 保持 线性 组 合 的 对 
应 , 据 此 , 称 V, 与 R" 同 构 . 由 此 可 知 ,把 R* 中 的 向 量 * 作为 W, 中 对 应 向 量 w 
的 坐标 ,其 本 质 就 是 V, 与 六 " 同 构 . 

在 论述 基 变 换 及 线性 变换 时 ,都 涉及 一 个 基本 关系 式 

(有 ,1 8)=(a aa,)P， (6.1) 

其 中 wa:,…,a。 是 线性 空间 V, 的 一 个 基 . 我 们 可 以 从 下 述 几 方面 来 审视 这 
个 关系 式 : 

(iD 从 坐标 角度 看 ,P= (pi,p:,…,Pp.) 的 列 向 量 六 是 向 量 甩 在 基 w,， 
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a: ,…,a, 中 的 坐标 , 即 
(用 ， 有 8)<(Pi pa,p,) 三 王 , 人 (ayaa va) (ee ye)= 殖 . 
故 向 量 组 B, ,p. ,…, 有 ,的 秩 R(B ,8 ,…. 有 .)= 向 量 组 P,pz,…,Pp。 的 秩 
R(Pi ,pz,…,p.)= 抵 阵 己 的 秩 RCP)- 

(ii) 从 基 变 换 的 角度 看 , 若 ,8, ,… ,有 是 线性 空间 V, 的 另 一 个 基 , 则 关 
系 式 (6.1) 便 是 从 老 基 al ,a: ,…,a, 到 新 基 甩 ,有 .,…, 有 8. 的 基 变 换 公式 ,P 是 
从 老 基 到 新 基 的 过 渡 和 矩阵 .这 时 ,由 于 及 ,8:, ,…, 有 , 线性 无 关 , 故 R(P)= 7? , 即 
卫 可 首 . 

(证 ) 从 线性 变换 的 角度 看 ,关系 式 (6.1) 惟 一 确定 了 V, 中 的 一 个 线性 变换 
了 T, 它 把 基 w ,az ,…,a, 变 成 向 量 组 有 ,有 ,…, 有 8 ( 即 T(aa,…,a,)=( 有 ， 
及 ,…, 有 8,)), 它 在 基 ai ,a:,…,a, 下 的 矩阵 就 是 (B, ,5, ,…, 及 ,) 的 坐标 所 构成 
的 矩阵 (Pi ,Pa ，… ,pv )= 卫 . 

上 面 的 论述 说 明 关 系 式 (6.1) 的 重要 性 ,理解 它 的 涵义 是 掌握 本 章 知识 的 一 
个 关键 . 

本 章 中 较 多 使 用 数学 抽象 思维 的 模式 ,例如 线性 运算 的 定义 、 零 元 素 的 定义 
等 .读者 对 此 可 能 比较 陌生 ,接触 多 了 也 就 能 领会 .线性 运算 的 八条 规律 可 视 为 
线性 运算 的 公理 系统 ,线性 运算 的 其 他 规律 以 及 线性 空间 .线性 变换 的 性 质 都 是 
由 此 公理 系统 推导 出 来 的 ,例如 (-1)a= -ae 不 能 认为 是 当然 的 ,而 需 用 公理 
系统 去 证 明 ， 





释疑 解难 


问 6.1 引入 线性 空间 的 概念 有 什么 意义 ? 

答 ” 笛 卡 儿 (Descartes) 创 立 了 坐标 的 概念 , 架 起 了 形 与 数 之 间 的 桥梁 ,这 在 
数学 发 展 史 上 是 一 座 伟 大 的 里 程 碑 .我 们 来 分 析 解析 几何 中 向 量 ( 可 平移 的 有 向 
线段 ) 的 坐标 的 定义 :把 几何 向 量 的 全 体 所 构成 的 集合 记 作 了 ,在 中 引入 几何 
向 量 的 加 法 (平行 四 边 形 法 则 ) 及 数 乘 几 何 向 量 的 乘法 , 取 定 3 个 不 共 面 的 向 量 
aiyaa ,ai, 则 V 中 任 一 向 量 w 都 可 用 wa: ,as 惟一 地 线性 表示 为 


G@= ziGQI+T2G2+I03， 
Zi 
区 | 
3 


于 是 就 有 一 一 对 应 的 关系 


几何 向 量 a ~ 一 一 有 序数 组 x= 
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据 此 ,我们 把 x 称 为 在 坐标 系 [a, ,as ,a, ] 中 的 坐标 ,并 记 作 
@= 工 . 

由 于 集合 V 与 R 的 元 素 之 间 建 立 了 一 一 对 应 的 关系 , 且 根 据 线性 运算 的 

运算 规律 ,可 以 证 明 

若 wa-- 一 ,< >y, 则 Ma + /< 一 x+1， 

于 是 我 们 称 集合 V 为 几何 向 量 空间 ,并 称 它 与 数组 向 量 空间 R'* 同 构 .这 样 , 几 
何 向 量 的 线性 运算 (几何 运算 ) 就 转化 为 数组 向 量 的 线性 运算 (代数 运算 ) ,使 我 
们 能 用 代数 方法 解决 几何 问题 ;反之 ,几何 向 量 a 作为 数组 向 量 x 的 几何 形象 ， 
也 使 我 们 对 R 有 直观 的 想象 ,也 使 我 们 能 用 几何 方法 解决 代数 问题 (把 “ax” 
记 作 ”*a = x" ,表明 在 线性 运算 中 可 以 把 a 与 x 看 做 同样 的 元 素 ,尽管 w 与 x 是 
分 别 属于 两 个 完全 不 同 范畴 的 事物 ) 

既然 坐标 有 如 此 巨大 的 作用 ,我们 自然 要 问 :在 什么 样 的 集合 中 可 以 建立 坐 
标 系 ? 即 什么 样 的 集合 可 以 与 R" 同 构 ” 为 此 ,提出 线性 空间 的 概念 :满足 8 条 
规律 的 运算 称 为 线性 运算 ,定义 了 线性 运算 的 集合 称 为 线性 空间 , 如 果 线 性 空间 
V 中 有 含 ” 个 向 量 的 基 a, ,…',a,, 则 V 中 任 一 向 量 w 可 由 这 个 基 惟 一 地 线性 
表示 为 

@=TIGIT…+TG=(@i Go)x， 
由 此 建立 起 V 中 向 量 a 与 R" 中 的 数组 向 量 x 之 间 的 一 一 对 应 关系 .于 是 线性 
空间 V 与 R" 同 构 ,并 把 x 称 为 向 量 a 在 基 [ wa, ,…,a.] 中 的 坐标 .这 样 , V 中 的 
线性 运算 就 转化 为 R" 中 的 线性 运算 ,就 可 以 用 R" 中 的 向 量 * 来 研究 V 中 的 向 
量 a ,甚至 也 可 以 把 ax 记 作 a=x, 即 把 wa 看 做 是 x. 

本 章 较 多 涉及 数学 的 抽象 思维 模式 . 例如 线性 运算 的 定义 , 零 元 素 的 定义 ， 
等 等 .这 些 对 非 数 学 类 专业 的 读者 比较 陌生 ,然而 抽象 思维 是 十 分 重要 的 .教材 
介绍 一 个 在 R` 中 定义 线性 运算 的 例子 ,由 此 例 可 领会 到 线性 运算 的 广泛 性 及 线 
性 空间 概念 的 广泛 适用 性 .由 于 各 式 各 样 的 线性 运算 都 可 转化 为 数组 向 量 的 线 
性 运算 ,这 就 更 加 显示 出 对 数组 向 量 研究 的 重要 意义 . 

问 6.2 ” 阶 方 阵 全 体 M, 在 矩阵 的 加 法 与 数 乘 运算 下 是 否 构成 一 个 线性 
空间 ? 如 果 是 , 它 的 维 数 是 多 少 ? 

答 M, 非 空 且 对 线性 运算 封闭 , 且 满 足 所 有 8 条 运算 规则 ,由 定义 知 , 它 
对 于 矩阵 的 加 法 和 数 乘 构 成 一 个 线性 空间 . 

令 Bi 是 (i) 元 为 1 其 余 元 素 均 为 零 的 ” 阶 和 矩阵 , 则 向 量 组 S 

S= 1 省 =1,.2，，a 
是 线性 空间 M, 的 一 个 基 . 事 实 上 
(1) 向 量 组 S 线性 无 关 , 因 若 有 
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了 局 BE,=O, 必 ERi=12，n， 
则 ， 阶 和 矩阵 天 = (& ) = 0 一 局 =0.ij=1,2,…,, 由 定义 ,向 量 组 S 线性 无 
关 ; 
(2) Y4=(o)EM,, 有 
A= >,oB， 
即 A 可 由 向 量 组 S 线性 表示 . 
于 是 ,线性 空间 M, 的 维 数 等 于 吧 . 
间 6.3 下 列 命题 是 否 正确 ?为 什么 ? 
(1) 线性 变换 T 把 V 的 线性 相关 向 量 组 变 为 线性 相关 向 量 组 ， 
(2) 线性 变换 T 把 V 的 线性 无 关 向 量 组 变 为 线性 无 关 向 量 组 . 
答 (1) 正确 . 设 V 中 向 量 组 S: w, ,a:,…,a。 线性 相关 ,于 是 ,存在 不 全 
为 零 的 数 A ,A: ,…, ,使 
KG +AG2+…+ACn =0， 
于 是 0=T(O)=TOAa+A:as+…+kas) 
=AT(a)+AT(Ca:)+…+AoT(an)， 
上 式 表明 ,由 向 量 组 S 的 像 构成 的 向 量 组 还 是 线性 相关 的 . 
(2) 不 正确 .反例 : 
设 了 是 线性 空间 V 上 的 零 变 换 , 即 
YacV,T(a)=0， 
则 了 是 YV 的 一 个 线性 变换 ,但 在 此 变换 下 , 任 一 个 线性 无 关 向 量 组 变 为 线性 相 
关 向 量 组 . 
问 6.4 如 何 理解 w, 中 线性 变换 T 的 秩 就 是 T 的 矩阵 4 的 秩 R(4)? 这 
一 结论 有 什么 意义 ? 
答 由 定义 知 ,T 的 秩 就 是 T 的 像 空间 T( V, ) 的 维 数 ,这 里 
TCV.)=1T(a)l1ccV.i. 
设 gc ,az:,…,a, 是 V, 的 一 个 基 . YPET(CV,), 由 T(V,) 的 定义 知 ,存在 
5E V,, 使 p=T(5). 假 设 5 用 该 基 表 示 为 
= TIG+ Taga 二 十 Tugus， 
则 pp=T(E)=zT(ai)+zT(az)+…+zT(a,). 
上 式 表明 ,让 可 由 向 量 组 T(a, ),…,T(a.) 线 性 表示 , 故 BELT(a),…， 
T(a, )) ,这 里 记号 工 ( * ) 表 示 由 向 量 * 生成 的 空间 .于 是 
TVJEE(T(Gi Ta )5 
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反 过 来 的 包含 关系 是 显然 的 . 故 








TOV)=LCT(a ).…,T(Ca.)). 
这 样 工 的 秩 =dimn(LCT(a,),….T(a.))) 
向 量 组 T(a, ),…,T(a, ) 的 秩 . (6.2) 


另 一 方面 , 设 ， 阶 矩阵 4 是 工 在 上 述 基 下 的 矩阵 ,由 于 W, 与 R" 同 构 , 故 
映射 
T(a,) 一 一 a，(a, 为 4 的 第 ; 个 剂 向 量 ) 
是 一 线性 映射 , 它 保 持 向 量 组 的 一 切线 性 关系 ,于 是 ,(6.2) 式 中 
向 量 组 T(a,),…,T(a,) 的 秩 = 移 阵 4 的 列 向 量 组 的 秩 = R(4) 
这 一 结论 的 意义 是 非常 深刻 的 .有 了 这 个 结论 ,抽象 的 线性 变换 的 研究 可 以 
转化 为 矩阵 的 研究 ; 求 像 空间 的 维 数 可 转化 为 求 矩 阵 的 秩 . 


例题 剖析 与 增补 


例 1 次 数 不 超 过 ， 的 多 项 式 全 体 , 记 作 P[z],, 即 P[z],=1P=avr"+ 
ar ++arz+anld aydoERl, 对 于 通常 的 多 项 式 加 法 , 数 乘 多 
项 式 的 乘法 构成 向 量 空间 . 

析 本 例 及 下 面 几 个 例子 的 目的 是 熟悉 线性 空间 的 概念 ,同时 也 表现 出 线 
性 空间 的 广泛 性 和 多 样 性 . P[z], 是 R" 之 外 的 一 个 重要 的 线性 空间 ,其 向 量 是 
多 项 式 , 维 数 为 + 1 ,向 量 1,z,…,z" 是 它 的 基 . 

例 4 ， 个 有 序 实 数组 成 的 数组 的 全 体 S = ixz= (ziyza,…vz) |zi， 
azERI 对 于 通常 的 有 序数 组 的 加 法 及 如 下 定义 的 乘法 

Ms(ziyzo)T=(0,…,0) 
不 构成 向 量 空间 
例 5 正 实数 全 体 , 记 作 R ,在 其 中 定义 加 法 及 数 乘 运算 为 
4 四 =a (abER' );Mu=w(AER,aER )， 
验证 R* 对 上 述 加 法 与 数 乘 运算 构成 线性 空间 . 

析 除了 显示 线性 运算 的 多 样 性 之 外 ,这 两 例 的 目的 是 要 强调 线性 空间 是 
集合 与 运算 二 者 的 结合 .如 例 4,R'" 与 S" 是 同一 集合 ,但 因 定 义 于 其 上 的 线性 
运算 不 同 ,前 者 是 线性 空间 而 后 者 则 不 是 :如 例 5,R' 中 在 题 设 定义 的 运算 下 构 
成 线性 空间 ,但 R' 在 通常 的 数 的 运算 下 并 不 构成 线性 空间 ,在 这 意义 上 ,可 以 说 
线性 运算 是 线性 空间 的 本 质 . 

例 7 在 PLz], 中 取 两 个 基 
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Bi =+2z2 一 Tv@i 一 3 一 2 十 过 二 1 


oa3= 一 zt+2rt+r+ia:= 一 z 一 z2+l1 
及 记 =2zs+zr+l,8 =zt2r+2， 
访 =-2zr+zrt+z+2, 有 =z+3r+z+2. 


求 坐标 变换 公式 

析 (1) 本 例 的 目的 是 热 悉 线 性 空间 的 坐标 变换 .如 问 6.1 所 述 , 在 线性 空 
则 P[ zj 中 到 定 一 个 基 后 ,抽象 的 向 量 m 就 与 具体 的 有 序数 组 向 量 x 联系 起 来 
了 :ax. 这 时 基 变 换 与 坐标 变换 无 论 推导 过 程 及 结论 都 与 第 四 章 数组 向 量 空 
间 R" 中 的 相同 . 

(2) 4 维 空间 P[z], 中 基 1,zr,zz,r? 也 不 妨 称 为 自然 基 , 因 它 的 作用 与 R' 
中 自然 基 el ,e:,e,e: 相同 .本 例 中 ,利用 此 自然 基 作 过 渡 , 即 先 分 别 求 出 从 此 
自然 基 到 两 个 基 的 过 渡 矩 阵 4 和 了 ,然后 由 坐标 的 惟一 性 得 到 用 矩阵 4 与 了 
表示 的 坐标 变换 公式 

= 有 4x. 
例 13 设 V: 中 的 线性 变换 T 在 基 w,a: 下 的 矩阵 为 


QQ Qn 
人 Ca 

求 了 在 基 os ,a, 下 的 矩阵 . 

析 本 例 的 目的 是 熟悉 定理 3 ,该 定理 将 两 矩阵 的 相似 赋予 了 深刻 的 几何 
意义 : 

(1) 给 定 V, 中 线性 变换 了 , 则 T 在 两 个 基 下 的 矩阵 是 相似 的 ; 

(2) 反 过 来 , 若 两 矩阵 4 与 下 相似 , 即 存在 可 逆 阵 尸 使 B= P 4P, 则 4 
与 B 是 同一 线性 变换 T 在 不 同 基 下 的 和 矩阵. 

例 6.1 设 M, 是 所 有 阶 和 矩阵 在 矩阵 的 加 法 和 数 乘 运算 下 构成 的 线性 空 
间 ( 见 问 6.2), 下 列子 集合 中 , 哪 一 个 是 线性 空间 ? 若是 , 写 出 它 的 一 个 基 . 

(1) W,: 所 有 m 阶 可 北 阵 全 体 ; 

(2) W; :所 有 m 阶 对 称 阵 全 体 . 

解 (1) W, 不 是 线性 空间 ,因为 W, 对 于 矩阵 的 加 法 不 封闭 .例如 ,单位 阵 
,和 一下, 均 为 可 道 阵 ,但 其 和 为 零 矩 阵 ,不 再 是 可 逆 阵 . 

(2) W, 是 线性 空间 .事实 上 L,V4 ,BE W;, 上 ER, 因 47=A4,B' = 另 , 所 
以 

(4+B) =47+B =-A4+B 一 4+BEW:; 
(kh) =khT = AAAEW:， 
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上 两 式 表明 , W，, 对 所 阵 的 线性 运算 封闭 ,于 是 , W: 是 线性 空间 .下 面 求 W，, 的 
一 个 基 及 维 数 . 
令 $, 是 (ij) 元 和 (ji) 元 为 1 其 余 元 素 均 为 零 的 ， 阶 矩阵 (is 和 jj = 1， 
2,…,), 则 S,E W,, 并 且 向 量 组 
S=1sili=1,…jJ=1.2,…,ni 
就 是 W，, 的 一 个 基 . 事 实 上 , 若 有 
bs =O=>K=()=O (人 = 属 ) 
之 人 =01=1…JiJ=1,2,…, 
故 向 量 组 S 线性 无 关 ; 又 .对 于 任意 的 4=(oa)EW:,4 可 由 向 量 组 S 线性 表 
示 为 
4= >),aiS，. 
故 向 最 组 S 即 是 W; 的 一 个 基 , 从 而 W， 的 维 数 为 号 5 
例 6.2 设 线性 空间 M, 中 的 两 个 基 为 


ET 
人 
(CD 求 由 基 S, 到 基 S, 的 过 渡 矩 阵 ; 
0) 分 别 求 4 人 ] 在 上 过 两 个 基 下 的 从 村 


(3) 求 一 个 非 零 的 二 阶 矩 阵 X, 使 X 在 上 述 两 个 基 下 .的 坐标 相同 . 
解 (1) 因 及 = 巨 ， ,Ba: 一 巨 hi + 五 ,及 一 古 + 有 2 + 开 3 ,及 ,一 巨 b 十 
E， + 尼 : + 2 ,写成 矩阵 形式 ,就 有 








14 辐 吧 
OASAU 
《B，,B: ,B:,B4) 一 ( 尼 h ,下 2, 正 2，,E2) |0 NE 
0 0 
下 人 
0 111 
于 是 ,矩阵 P= 农 二 读 1 | 就 是 由 基 S， 到 基 S, 的 过 滤 和 矩阵 . 
0 0 0 1| 
Q 
(2) 由 入 =-( = oh+6Ea+ ea +dE> 
< 
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上 


Q 
已 
< 


dd 


| ?| 
| 让 
j 


人 


于 是 由 定义 知 ,向 量 4 人 在 天 s， 下 的 坐标 为 


(ape sd)7i 
在 基 S$, 下 的 坐标 为 








aa IlL -ll 0 0lfal fa-6 

| lo 1 -1 9 =-e 
| lo0 0 1 -cl jec=-az| 
小 0 oo Us 4 


在 上 述 两 个 基 下 坐标 相同 ,由 上 述 可 知 应 有 


汪 
和 | 一 zi = zi= xi=0. 
加 


T4 





1 0 
履 X= ni 人。 omeR. 


注 尽管 本 例 与 习题 5 所 讨论 的 空间 是 不 同 的 ,但 由 于 利用 坐标 ( 即 尺 "中 
的 向 量 ) 和 过 渡 矩 阵 ,使 求解 方法 与 过 程 完全 类 同 ,读者 可 细 细 体会 这 一 点 . 


例 6.3 在 线性 空间 M。 中 ( 见 问 6.2), 取 定 4 = { 了 .定义 M; 中 变换 
个 如 下 : 


TOX)= 4X 一 X4A,YXEM 
(1) 证 明 :T 是 M; 中 的 线性 变换 ， 


(2) 求 工 在 基 正 , ,下 ,E,,E: 下 的 矩阵 .其 中 巴 是 (ij 元 为 1、 其 余 元 
素 为 零 的 矩 阵 ,ij = 1,2. 


证 (1) YX ,X:E M:,E 避 ,由 (6.3) 式 ,有 
T(X+X:)=A4( 古 二 2) 一 ( 古 十 天)A 
=(4X -XiA)+(4X: 一 X2A) 
= 了 T(X)+T(X2:)3 
TOAXK, )=4(AX)-(kX,)A 


(6.3) 





=&CAX -XIA) 
=AT(X)， 
故 由 定义 知 ,T 是 M; 中 的 线性 变换 . 
(2) 由 (6.3) 式 ,有 
0 0 IELOWae po 10 -0 
Treo =rls 训 训 中 -人 中: 小 
= -OBE +cE。 
类 似 地 ,可 得 T(E:)= 一 cEi+(ao-d)E+ecE2， 





T(E:)=pbE+(d-a)E2 一 APE:; 
T(E,，) = OF - cE: . 
于 是 ,T 在 基尼 ，,E，,E,,E: 下 的 矩阵 为 


盖 汀 -三 人 0 访 | 
| < 0 如 二 | 
0 < 一 0 j 
例 6.4 已 知 R 中 线性 变换 


0 起 已 0 











工 地 卡 必 本 和 
T|ly|=| z+5y-= 
[= 3z+9y+3z 


求 代 的 像 空间 T(R' ) 与 核 Sr 的 基 与 维 数 . 
解 ”线性 变换 了 的 像 空间 T(R" ) 就 是 R 中 某 一 个 基 在 人 工 下 的 像 (向 量 组 ) 
所 生成 的 空间 .这 里 显然 较 方 便 的 是 选取 R' 的 自然 基 





























1 0 0 
el = ，e2 二 - 
0 0 1 
由 了 的 定义 知 
1 1 | | 
T(e)=|1|,T(e)=|15|1,T(e)= | -1|， 
和 9 六 
1 3 
于 是 (Te),T(e),T(e))=|1 35 -1|=4， 
地 和 滞 3 





于 是 像 空间 T(R': ) 是 矩阵 4 的 列 向 量 组 所 生成 的 空间 .由 
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|1 1 3 f1 0 引 
4=|15s -1 一 14 -4 一 1 -1 ， (6.4) 
四 9 3 06 -dl oo 


知 4 的 秩 是 2, 且 第 1 列 与 第 2 列 线性 无 关 , 故 像 空间 了 (R ) 的 维 数 等 于 2, 且 
Te)=(1,1,3) 7,T(e:)=(1,5,9) 是 了 (并 ) 的 一 个 基 . 


次 | 六 


| 
ESr, 由 定义 了 |> 


(zx 


设 | > 


=0. 即 .cr,y,z 应 满足 











+y+3z=(0， 
x+Sy-z=(0， 
lar+9vy+3z<=0， 

注意 到 上 述 方 程 组 的 系数 矩阵 就 是 (6.4) 式 中 的 矩阵 4 .于 是 ,由 (6.4) 式 得 沪 
方程 组 的 一 个 基础 解 系 为 (- 4,1,1)7, 它 即 是 核 Sr 的 -- 个 基 , 且 Sy 的 维 数 
为 1. 

从 本 例 可 知 ,R" 中 的 线性 变换 T(r) = hxr,T 在 自然 基 下 的 矩阵 就 是 4 , 自 
然 基 在 T 下 的 像 就 是 A 的 列 向 量 组 ,T 的 像 空间 T(R" ) 就 是 4 的 列 向 量 组 所 
生成 的 空间 ,4 的 列 向 量 组 的 最 大 无 关 组 是 T(R") 的 一 个 基 , 了 的 秩 =R(4)， 
了 的 核 Sy 就 是 齐 次 线性 方程 4Ax=0 的 解 空间 . 

例 6.5 试 找 出 R' 中 的 一 个 线性 变换 了 ,使 了 的 像 空间 了 (R' ) 与 核 空间 
Sr 相同 . 

解 设 了 为 所 求 的 R 中 的 线性 变换 ,于 是 存在 4 阶 方 阵 4 ,使 T(x) = 
Ar. 

VYxER', 由 4xrETOR') 及 T(R')= Sr 知 
42x=A(4x)=0， 

由 向 量 x 的 任意 性 , 知 4 = 0. 

另 一 方面 T(R'  ) 的 维 数 即 为 4 的 列 向 量 组 的 秩 = R(4); Sr 的 维 数 即 为 
方程 4x=0 的 解 空 间 的 维 数 =4- R(4), 故 由 T(R')=Sr, 知 RIA)=2. 

0 0 
0 
0 
0 1 0 

即 合 所 求 . 对 应 的 线性 变换 为 T(x) = 4x , 即 


取 4= 


己 
已 虽 已 
区 :本 三 (名 
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1 1 101 {zi] 
| 出 | | -| 
| 人 
忆 | | 网 [= 
习题 解答 


1. 验证 ， 

(1) 2 阶 和 矩阵 的 全 体 S,， 

(2) 主 对 角 线 上 的 元 素 之 和 等 于 0 的 2 阶 矩 阵 的 全 体 S,; 

(3) 2 阶 对 称 矩 阵 的 全 体 S、， 
对 于 符 阵 的 加 法 和 数 乘 运算 构成 线性 空间 ,并 写 出 各 个 空间 的 一 个 基 ， 

解 (1) 显然 S, 对 于 和 失 阵 的 加 法 和 数 乘 是 封闭 的 ,并 且 满足 线性 运算 8 条 
规律 ,由 定义 ,S, 对 于 和 矩阵 的 加 法 和 数 乘 构成 线性 空间 .在 S, 中 取向 重组 


-人 9 -人 1 -人 0 -人 
TI 和 四 下 2 车 河 j 2 - 邱 1 才 和 0 4 


那么 向 量 组 r, 线性 无 关 .事实 上 , 若 有 
和 Au 开 h + Ap 开 > + MA2 区 +A22 一 0 
An An 2 
= -005125=12; 
AAA 


CQn 2Q12 


另 一 方面 ,对 于 任意 4= | jss,， 


Ca Q22 
和 =anEh+anpa+aaEE2 +azaE2， 
节 4 可 由 向 量 组 r' 线性 表示 . 综 上 ,向 量 组 x, 是 S, 的 一 个 基 ( 从 而 S, 的 维 数 
为 4). 
(2) 显然 S, 中 矩阵 的 加 法 和 数 乘 满足 线性 运算 的 8 条 规律 .又 ， 


网 
Ya- 人 ).= 人 六 jss ,yaeR， 


《 一 和 科 党 这 
atr +y CR 
GDA+B= 人 | 人]e ss: , 故 s 对 加 法 封 间 ， 
CD 2 人 网 es: 必 S, 对 数 乘 封闭 ,由 上 述 可 知 S, 对 上 述 线性 


运算 构成 线性 空间 . 
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取向 量 组 


1 0 0 1 0 0 
人 二 区 下 克 二 中 
二 0 0 1 0/ 


与 (1) 类 似 , 可 证 向 量 组 x, 线性 无 关 , 且 


4 


va=| js s.，4 可 机 向 量 组 ,线性 才 示 为 


4 = w+ OE + CE 
于 是 向 量 组 r, 是 S, 的 一 个 基 ( 因 而 其 维 数 为 3) . 
(3) 因为 对 称 矩 阵 的 和 与 数 乘 仍 是 对 称 符 阵 , 即 S, 对 于 矩阵 加 法 和 数 乘 是 
封闭 的 ,与 (2) 园 理 .S, 对 于 上 述 线性 运算 构成 线性 空间 . 
了 到 癌 量 组 


本 
那么 (iD 向 量 组 x; 线性 无 关 , 事 实 上 , 若 有 


AN 匹 二 和 Da + ha 





An An 


Q 


(iD YA= (。 js S，, 则 4 可 由 向 量 组 r, 线性 表示 为 
0 


4 = aEN 二 +dE， 
故 向 最 组 x, 是 S， 的 一 个 基 ( 从 而 它 的 维 数 为 3)， 
2. 验证 :与 向 量 (0.0, 07 不 平行 的 全 体 3 维 数组 向 量 ,对 于 数组 向 量 的 加 
法 和 数 乘 运算 不 构成 线性 空间 ， 
1 二 
证 人 0 均 R' 中 与 向 量 
1 


0 
0 
1 


与 不 平行 的 向 量 , 但 它们 的 和 














< 




















0 
| 
3. 在 民 中 求 向 量 g= (7.3,1) 7 在 基 


, 即 该 集合 对 于 向 量 的 加 法 不 封闭 , 故 不 构成 向 量 空间 . 
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本 
昌 加 加 


下 的 坐标 . 

解 由 定义 ,向 量 a 在 基 a, ,a,.a, 下 的 坐标 就 是 ae 由 向 量 组 ca. ,a， 
线性 表示 式 中 对 应 的 系数 ,也 就 是 方程 (al ,a: ,a;)x=a 的 解 .由 

性 2672357|eaa[=8- 3 0 

(aal,a,a)=|3 3 1 3| 一 一 | 5 2 0 1 

本 汪 志 ， 湾 









































2 1 0 90 1 
有 和 0 中 0 1 0  - 寺 
-anl-501nceloo 6 

于 是 ,a 在 所 给 基 下 的 坐标 为 (1, -2.6) 7 
4. 在 R 中 取 两 个 基 
1] 2 3 3 5 1 
ai=|2 ,os:=|3 =| 7;8=|1|, 甩 =|2| .= 中 
1 3 -2 4 四 =6 
试 求 坐 标 变换 公式 
解 记 


(aaa,as)=4，(P PP)= 有 
于 是 (8 ,pp8)=(aaa)4B， 
即 从 基 al ,az ,ws 到 基 1, ,P, ,B, 的 过 渡 矩 阵 为 4“ 有. 故 由 定理 2 得 坐标 变换 
公式 为 











1 ri 
人 za | . 
本 2 
用 矩阵 的 初等 行 变换 求 B 4 : 
有 (1 2 蝶 记 ra 
(B,4)=|1 2 1352 3 六 1 司 
41 -6;1 3 -2 4 1 -6 辣 S 











人 
一 -| -1 -2 -5 -7 -18 


0 -7 -105-7 -9 -30 


192 “第 六 章 ”线性 空间 与 线性 变换 





-3i-8 -1 -29 
2 5 吕 
4 28 40 9%6 
oo 09 43 
oj -9 -9 -30|， 
1 7 10 24j 














13 5 4 
过 | 三 四 2 
rr | 7 10 24 
5. 在 R: 中 取 两 个 基 


el=(1.0.0,0)7， {ei=(2,1,-11)7， 
ex:=(0,1.0.0) 7， |o:=(0,3,1,0)， 
e= (0.0.1.0)7， aa 
ej=(0,0.0,D7， la,=(6,6,1,3)7. 

(1) 求 由 前 一 个 基 到 后 一 个 基 的 过 渡 矩 阵 ; 

(2) 求 向 量 ( xi ,za,z,zri) 在 后 一 个 基 下 的 坐标 ; 

(3) 求 在 两 个 基 下 有 相同 坐标 的 向 量 . 





解 (1) 显然 有 
2 0 5 出 
1336| 
(al aaas,oi)=(elel,eiei) 2 
下“ 丰 、 浊 j 
所 以 过 渡 矩 阵 为 
2] 
P= 下 "学 6 
1 
让 


(2) 设 向 量 在 后 一 个 基 ia, 上 下 的 坐标 为 (zi,z2,zs,z4), 则 由 坐标 变换 公 
式 , 有 


[二 全 12 9 -27 -331fz 
1 -pz -| 1 2 -9 -23|| 王 | 
3 xz 2| 9 0 0 -18| jz 
4 





-7 -3 9 26 
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(3) 设 向 y 在 两 个 基 下 有 相同 的 坐 怀 (wy ,ww ,vv ) ,由 坐标 变换 公式 ， 
并 从 记 坐 标 向 量 (v ,ys .vs .vs ) 为 了 . 则 


1 


= 卫 

即 (P _ 尼 )y = @ 易 水 得 此 齐 次 线 作 方程 东区 姑 阵 的 秩 R(P_ E)- 3. 从 而 和 
间 的 维 数 等 于 1 下 号 = 011.1, - 0 为 它 的 一 个 基础 解 系 . 故 所 求 向 量 为 
3 
昌 | | .为 任 这 数 . 
图 


6 说明 rOv 平面 上 变换 r 人 (=a( 的 几何 意义 ,其 中 


开 
区 


= 王 0 0 0 1 相间 
到 ;(2 学 对 三 1 
Ona=-( ea hoa=( oa=( 中 


旺 re 
对 > 

er 人 人 Careastyaesms 

(3) 7 人 人) = 人) 放 了 把 向 量 { ”| 关 于 直线 y= < 反对 ; 


1 ONWz 1y 二 
CT 人 (= (全 )= (站 了 妈 和 用] 先 关于 直线 >- = 反 
射 ,再 关于 轴 反 射 ;或 者 把 向 量 绕 原 点 顺 时 针 方向 旋转 90” 
7. ， 阶 对 称 阵 的 全 体 V 对 于 矩阵 的 线性 运算 构成 一 个 却 w(m + 1) 维 线性 


空间 (参见 例 6.1) .给 出 ， 阶 可 逆 矩 阵 己 ,以 4 表示 V 中 的 任 一 元 素 ,变换 
T(4)= P74P 
称 为 合同 变换 . 试 证 合同 变换 T 是 V 中 的 线性 变换 . 
证 Y4,BEV,YAER, 由 变换 工 的 定义 ,有 
[T(4)]7=(PT4P)7=P74TP=P74P=T(4)， 

因此 T(4)EV, 即 人 是 V 中 的 变换 .又 
T(4+B)-==Pr(4+B)P=P4P+PT7BP=T(4)+ 了 (有 8); 
TI(k4)=PI(k4)P=kAPp 4P=AT(4). 

由 线性 变换 的 定义 , 知 了 是 V 中 的 线性 变换 . 


)- 人 人 全 5 把 向 量 } 关 于 轴 反 身 


了 
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8. 函数 集合 
V,=iae=(ar+ar+dune layavaoERi 
对 于 函数 的 线性 运算 构成 3 维 线性 空间 .在 V: 中 取 一 个 基 
Br = re ,gl=Ter gs 一 er， 
求 微分 运算 D 在 这 个 基 下 的 矩阵 - 
解 ”根据 微分 运算 的 规则 ,容易 看 出 D 是 V, 中 的 一 个 线性 变换 ,直接 计算 
基 疝 量 在 D 下 的 像 , 即 可 求 得 D 在 上 述 基 下 的 矩阵 : 





可 与 线性 变 斤 





1 


人 1 
D(e)=D(Cee = re +2zer 9 


， 四 
| 





De:)=D(re)=re'+e=(ayasvos) 





0 
D(o)=D(e') ee 
1 
于 是 有 
IL 0 0 
2 1 0|， 
0 1 1 
上 式 中 等 号 右 端的 矩阵 就 是 D 在 上 述 基 下 的 矩阵 . 
9. 2 阶 对 称 和 矩阵 的 全 体 
| lz ml 


Da ,al,ai)=(al,a:,a) 








-14=-|。 2 lasmea 
对 于 矩阵 的 线性 运算 构成 3 维 线性 空间 .在 V, 中 肥 一 个 基 


“ro ojeoweo 巧 
在 V; 中 定义 合同 变换 
人 


求 了 在 基 4,,4:,4; 下 的 矩阵 . 
解 对 于 ;=1,2,3, 把 4, 看 做 V: 中 的 向 量 , 并 记 为 w ,分 别 计算 基 向 量 


在 了 下 的 像 如 下 : 
Tteo= li ij 训 人 
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1 
了 中 -mevmso) 中 
/1 0VW0 1 1 
和 的 全 昌 中 jl 
四 
= j=eraa msasa 
于 四 
_ 1 oo 0oVWL 1 
Se la (s 
0 0 《 
s|0 中 -= sasa) 
fo0 0 
从 而 Teesa0=tasesaol 1 0|， 
UL 2 
1 0 0 
即 了 在 基 wi ,as,a; 下 的 矩阵 是 |1 1 中 
1 2 1 
习题 6( 附 答案 和 提示 ) 
6.1 已 知 R' 的 两 个 基 
1 0 10 1 1 1 
= 上 = 而 | ,as:= |1 | | 
0 0 1 0 上 1 


(1) 求 由 基 e, ,es ,e: 到 基 a, ,a: ,ay 的 过 渡 矩 阵 ， 


1 -本 0 
(2) 若 由 基 w, ,a: ,as, 到 基 有 ,P. ,B, 的 过 渡 和 矩阵 为 已 = |0 1 -1|, 求 PP ,P， 
0 0 








6.2 设 V 是 所 有 2 阶 矩 阵 在 矩阵 的 线性 运算 下 所 构成 的 线性 空间 M: , 它 的 两 个 基 


和 日 为 
人 
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线性 空 河 与 线性 变换 


3 


4 求 从 革 工 到 基 下 的 过 流下 阵 ， 








ea 





于 人 
@ 求 A= 人 _ 1] 在 基站 下 下 的 华 标 
6.3 若 尼 中 变换 工 定义 为 





1 
(1 证 明 是 KR" 中 的 线性 变换 ;(2) 求 T 在 自然 基 下 的 矩阵 . 
6.4 设 〖= M:( 见 习题 6.2), 在 V 中 定义 变换 了 为 


1 1 1 2 
waevareoc( (和 
有 和 六 


41) 证 明 了 为 V 中 的 线性 变换 ， 
(2 求 了 的 秩 . 
设 线性 空间 中 的 线性 变换 1 在 基 e, ,e: .es 下 的 算 阵 为 4= (ov )， ,这 里 e 为 
单位 坐标 向 基 ，= 1.2.3. 

(0 求 寺 在 基 e ve: ve 下 的 矩阵 ; 

(2) 求 了 在 某 el +e:ve:.e: 下 的 矩阵 

6.6 已 知 线性 空间 环 " 中 的 线性 变换 了 满足 

TOr rro)=(0,ziezo-i) 

求 工 的 像 室 间 T(R" ) 与 了 的 核 Sy 

6.7 已 知 R 的 两 个 基 el.a:,ay 和 局 ,及 ,P, 且 


忆 -2 4 as + 3a 











at+eay+2a ;8 =aGi+a:+a:， 





人 
又 .线性 变换 T 在 基 ai ,a:,a' SS 二 到 | 
2 8 3 


(0 求 向 址 y= 4a, - Sa: - ax 在 基 B ,P, ,B， 下 的 坐标 ; 
(2) 求 工 在 基 房 ,8 .8， 下 的 下 阵 . 


答案 和 提示 


下 1 
6.1 〈1) 过 渡 抢 阵 A= |0 1 1 (27 局 = 由 
io 0 





6.2 (1) 过 滤 矩 阵 


等 案 和 提示 4197 








20s6i 
1 3 3 6| 
了 = 
| 让 和 六 | 
10413 
(2) 4 在 基 工 下 的 坐标 为 (4.0,2,- 1) :4 在 基 册 下 的 坐标 为 
了 
P (040.2,07= (1. 王 ,2.… 椰 ) . 
9 -27 -33| 
| 
2 -9 -23 
1 
站 0 0 -148 
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6.3 (1) 略 ;(2) 





2 1 "| 
1 1 0|. 
【人 0 训 


6.4 1 工 的 秩 等 于 2. 


2 


6.5 《1 T 在 (es,e:.el) 下 的 矩阵 为 | os ea |; 
邮 ae anj 
[人 Cs oo | 
(2) 工 在 e + eveve' 下 的 矩阵 为 | as + os- an-an on-on on anl| 
ta oa | 


6.6 T(R")=100,rmvrs-iriERi=12 1 
Sr= 10z.0,…,OT7irERl， 
T(R" ) 的 维 数 等 于 ，- !.S; 的 维 数 等 于 1. 





f2 1 1 1L -1 0 
6.7 提示 :(1) 过 沪 生 阵 = | 1 1 中 六 -| 下. 下 
3 2 有 La- 


| 4 
下 的 坐标 为 己 "| -5 
1-1 





0 
【 1 0 4 
(2) 工 在 8 ,8. ,有 , 下 的 矩阵 为 已 “4P= | 18 14 旭 
-18 -la -j 


自 测 题 一 


《时 间 120 分 钟 , 总 分 100 分 ) 


1, 选择 题 (本 题 共 3 小 题 ,每 小 题 4 分 , 共 12 分 ) 
cc=l(o 局 ] 的 作风 阵 c = 和 


| | | O | 
O 1B1 有 8 O 1414 
5 1 
加 | O 2 Ci O | 
O 1814 ”| O 141B” 


(2) 设 4 为， 阶 对 称 阵 , 己 为 ” 阶 可 逆 阵 ,x 是 4 的 对 应 特征 值 ) 的 特征 
向 量 , 则 (已 …4P)- 对 应 4 的 特征 向 量 是 ( ) . 








(a) 已 x (b) Px (c) PTx 人 惠 
0 0 1 
(3) 设 天 阵 B= |0 1 0|, 已 知 符 阵 4 相似 于 吾 , 则 R(4 -2)+ 
UL 00 
R(4-E)=(  ). 
(a) 2 (b) 3 (c) 4 (d) 5 
2. (10 分 ) 计 算 ， 阶 行列 式 
|z+3 2 
六 = 要 2 二 3 … Tv 
| TI 2 AR 
3. (10 分 ) 设 3 阶 和 矩阵 4 和 了 满足 4 B4 =2B4 -8E, 量 4 = 
1 0 0 
。 -2 0|, 求 B. 
0 0 1 





4. (12 分 ) 已 知 向 量 

















1 21 13 1 4 
| | 必 更 本 | 
0 2| 11 6 < 

CI=| 5 本 3 芝 

| | 1 6 
10) 《2 1 六 


(1) 问 ,6 取 何 值 时 ,8 不 能 由 向 量 组 gl ,a: ,wy 线性 表示 ? 
(2) 问 e ,2 取 何 值 时 ,6 能 由 向 量 组 gl , a: ,ws 线性 表示 ? 并 且 写 出 其 一 
般 表 示 式 . 
81 3 
1- 1- 
5. (10 分 ) 已 知 向 量 组 A:a= | 中 省 = 攻 及 向 量 组 曲 | 中 
| 


w ib 一 


= 
] 


应 = | -| ,证 明 疝 量 组 A 与 向 量 组 且 等 从 
-4 
6. (12 分 ) 设 向 量 组 al ,a: ,ay 线性 无 关 , 问 常数 y,z 满足 什么 条 件 时 ,向 
量 组 o; - sa,,2a + a: ,3a, - ia, 也 线性 无 关 . 
7. (16 分 ) 已 知 二 次 型 f= zi+4z3i+4z3 -4zizi+4zizry 一 8xziri, 求 正 


ia 人 
交 变换 x = Py ,把 三 化 为 标准 形 ,这 里 ,x= | z， 把 ,并 指出 方程 /= 4 表 
3 3 











示 何 种 曲面 . 
8. (10 分 ) 设 三 阶 对 称 阵 4 的 特征 值 为 h, = - 1,); = ); =1, 对 应 于 的 
特征 向 量 5 = (0,1,1)7, 求 4. 


让 3 0 0 
9. (分 ) 证 明生 阵 A- | 1 1| 与 B=|0 0 0| 相 似 并 且 合 同 . 
时 0 0 0 











简 等 


1. (1) (d);(2) (c);(3) (c),B 的 特征 值 1.1,-1, 故 R(B-2 开 )=3; 又 且 
对 称 ,R(B- 巨 )=-1.4-2 与 4- 巨 依次 与 B-2E,B 一 巨 相似 ,R(A -2 已) 
=R(CB-2E),RCA- 尼 )=R(B- 巨 ). 
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2. 把 各 列 加 到 第 一 列 , 然 后 提取 第 一 列 的 公 因子 ( >，z +3 ) ,再 通过 行列 
式 的 变换 化 为 上 -= 角形 行列 式 


必 rz | 
。 1 art3 | 
D. =( 六 +3)| 党 | 
| 1: 也 3 
1 7。 
3 … 0 


-3( Si+3)， 


-二 5 


民 0 … 3 
3. 141= -2 关 0, 故 4 可逆 . 
4 B4=2B4-8SE=->44 BA4A=24B84-84->44 有 =24B-8 
=>|141B=248-SF=>(24-14!F)B=8E， 
即 diag(4,-2,4)B=8E=>B=8(diag(4,-2.4)) = diag(2,…4,2). 
4,. 参阅 第 四 章 习 题 28. 记 矩阵 4 = (el ,as ,as), 则 有 
让 能 由 向 量 组 oa: ,ws 线性 表示 
当 非 齐 次 方程 组 4Ax = 及 有 解 扫 R(4)=R(4 ,5)， 


另 一 方面 
人 人 4 人 2 3; 4 
021-1l lo 2 41 -1 
(4 ,有 1)= | 全 二 | 
1 6 I0 ar2 0 0 
t0 2 1 6 00050411 


于 是 :(1) 当 % 天 -1 时 ,R(G4) 产 R(4,P) ,不 能 由 向 量 组 al ,as:,as 线 
性 表示 ;(2) 当 0= -1.a 关 -2 时 ,R4)=R4,B)--3, 有 可 由 向 量 组 wx,a: ， 
a: 惟一 地 线性 表示 为 B=7a-as;(3) 当 D= -1.ae= -2 时 ,R4)=R4， 
有 )=2, 方 程 组 hx = 有 有 无 穷 多 解 ,其 通 解 为 
尝 as 似 S 
=| -&A | ,ER. 


{ 
| 

x=| 0 |+j-1 

Lu 2 be-i 


于 是 ,5 由 向 量 组 wa ,a: ,as 线性 表示 的 一 般 表 示 式 为 
B=(-44+7)a-pAa:+(24-1)a:, 类 CR. 
S. 显然 Ra = Rn =2, 又 








十 








1 0 


(4,B) 一 -|0 1 


0 0 

0 0 

故 RA=Ra=R(4,B), 两 向 量 组 等 价 . 
6. 参看 习题 4.2,st 天 一 6. 


= = wm we 
= = ww wml- 


7. 了 的 矩阵 为 
1 2 2 
4=|-2 4 -4|， 
2 -4 4 








其 特征 值 为 h = 2 =0,) =9. 
对 应 于 特征 值 ,= 1; = 0 的 两 个 正 交 化 的 单位 特征 向 量 为 = 
2 1 T 2 4 5 \T 
二 ,二 ,0 ,Pa=(- -一 ,一 ,一 -】 ;对 应 于 特征 值 ,= 9 的 单位 特征 抽 
( 霹 霹 j 全 应 于 特征 值 单位 特征 向 量 
志平 刘 二 本 于 
为 mm= (于 ,- 子 椰 ) . 令 


了 =(P 记 ,Pa,P3)， 
则 P 为 正 交 和 矩阵 ,再 令 正 交 变 换 x = Py ,在 此 变换 下 , 厂 化 为 标准 形 : 太 = 9y . 


方程 /= 4, 在 几何 上 表示 是 % = 土 子 的 两 个 平行 于 坐标 平面 y Oy, 的 平 
面 , 且 与 原点 的 距离 为 了 


8. 对 应 于 1 = 1 = 1 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 5 ,5: ,必定 与 6 正 交 ， 
故 可取 














1 0 
所 =|0|,5=| 1 
0 ER 
并 且 纪 ,5 也 已 正 交 , 于 是 , 若 记 
0 1 0 
1 1 
二 区 
P=(5 65)= |V2 2|， 

业 0 E 芝 
2 过 
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-1 0 0 
| 0 1 0|, 于 是 
| ool 
2 
4A=Pdiag(-1,1,U)P =Pdiag(-1,1.1) PIT=|0 0 下 
0 -1 0 
9. 4 的 特征 多 项 式 ( 参 阅 第 一 章 习 题 8(2)) 
1-1 1 1 
I4-AMEI=| 1 1-A 1 |1=(3-A)(-A). 





| 1 1 1- 
知 4 的 特征 值 为 3,0,0, 于 是 ,4 必 可 正 交 对 角 化 为 下 = diag(3,0,0), 因 正 交 相 
似 变换 既是 相似 变换 ,又 是 合同 变换 ,从 而 矩阵 4 与 B 相似 且 合 同 . 


自 测 题 二 


(时 间 120 分 钟 , 总 分 100 分 ) 


1. 填空 题 (本 题 共 4 小 题 ,每 小 题 3 分 , 共 12 分 ) 

11 31 
2 这 
3 1 
(2) 设 4 阶 和 矩阵 4 的 秩 是 2, 则 其 伴随 矩阵 4" 的 秩 是 
1 2 
4 公有 
| 1 


(1) 设 向 量 e= |2|,5= |2|, 和 矩阵 4= ap7, 则 45= 














(G3) 设 4= ,并 且 4 的 列 向 量 组 线性 相关 , 则 ! = 








(4) 设 》 为 方 阵 4 的 一 个 特征 值 ,|41=2, 则 (4") 六 -2 必 有 特征 值 
(4 为 4 的 伴随 矩阵 ). 

2. (10 分 ) 计 算 ” 阶 行列 式 
at+l aa … aa 
1 ar+l 





了 D. = 


1 Q+1 
其 中 未 写 出 的 元 素 全 为 0. 
3. (10 分 ) 设 ” 阶 矩 阵 4 和 有 满足 4B= 4+ 且 ， 
3 5 0 
1 2 0 
0 0 2 
4. (8 分 ) 求 下 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 ,并 把 其 余 向 量 用 此 最 大 无 关 组 


(1) 证 明 4 -下 为 可 逆 矩 阵 ;(2) 若 4 = , 求 理 . 











2 2 KK 3 
3 党 冰 26 一 过 

G 三 3 Q2 一 2 03 一 8 3 -9 5 二 Ti 
二 呈 和 忆 
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5. (14 分 ) 已 知 线性 方程 组 


(1-A)zi+(1 一 人 )za+ T3=1+1， 
(E= 28)z TtL 一 AD 二 za=1， 
了 十 zz+(1-A)zs=1， 


问 》 为 何 值 时 ,此 方程 组 有 惟一 解 . 无 解 或 有 无 穷 多 解 ?并 在 有 无 穷 多 解 时 求 
出 通 解 . 

6. (10 分 ) 设 向 量 组 A :al ,a:,a 及 向 量 组 B:D, =3ai+2a:+ai,b2= ai 
+2ai,b=2al+ oa, 证明 向 量 组 B 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 向 量 组 A 线性 无 
关 ， 

7. (8 分 ) 设 矩阵 4 = (ai,a:,ai,a:).al,a 是 4 的 列 向 量 组 的 最 大 无 关 
组 , 且 a:=2a,-3a,a,= -al+ai; 向 量 )= al+2a - a:. 求 方程 hr =b 的 
通 解 . 


8. (16 分 ) 设 矩阵 4 = ,多 项 式 p(z) = z?" - 25z7 , 求 正 交 阵 P， 





2 
2 1 
2 2 


于 D D 





使 P…9p(4)P 为 对 角 阵 . 
9. (12 分) 设 二 次 型 f= zi+z++2arizz+2zlzi+2brizr 通过 正 














1 3 
交 变 换 | zz | = 已 | > | 化 为 = 呈 +2 呈 , 求 a,0. 
让 3 3 
人 学生 
1. (GD 10 |6 4 2| ;(2) 0, 由 定义 或 参阅 习题 四 题 25;(3) 3;(4) 总 - 2. 
入 全 间 








2. 把 品 , 按 第 ” 行 展 开 得 递 推 关系 式 

D. =(ae+l)D,,-a(a+l" =(a+l)D -2a(a+l) "一 = 
=(a+l)"D,-(n-l)ala+bD =(a+l…[o-(a-3)a+1l]. 

3. (1) 4B=4+B 一 (4 一 忆 )( 耻 一 下 )= 开 一 4 一 尼 可 逆 ;(2) 4B= A++ 且 

2 5 0 

1 1 0 

0 0 56 


=(4-E)B=-4=>B=-(A-E) 4( 由 (1)) 一 有 = 了 ,其 中 (4 一 
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2 -3 -5 2 - 
4. (aa ,ai,as,as) = FE ER 
-4 1 -3 -12 2 
100 5 -1 
2 
001 -2 1| 
本 


于 是 gc ,aa , as 为 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 , 且 ao, = Sa + 2a; - 2a: ,as = 
一 QI+Q:+Gi. 
5. 对 带 参 数 1 的 增 广 矩 阵 进行 矩阵 的 初等 行 变换 方法 可 参看 问 3.5 或 教 
材 第 三 章 例 13 ,这 里 仅 给 出 用 行列 式 求解 的 方法 . 
系数 矩阵 的 行列 式 为 

一人 六， 开 二 产 1 
人 1 
1 1 1 一 人 
所 以 , 当 》 天 00, 天 2 时 ,方程 组 有 惟一 解 ; 当 =2 时 ,方程 组 的 增 广 矩阵 成 为 
二 证 上 ,3 | 
二 生 了 一 二 人 

1 二 0 0 0 1 
系数 矩阵 的 秩 =2, 增 广 矩 阵 的 秩 =3, 故 无 解 ; 当 =0 时 ,方程 组 的 增 广 矩 阵 为 
人 和 浅井 
让 
不 汪汪 
系数 矩阵 的 秩 = 增 广 和 矩阵 的 秩 = 1<3, 故 有 无 
于 本 去 和 
1 0 
0 1 


= 和 2(A-2)， 





























1 
0 
0 





0|， 
0 


; 当 
长 
0 
0 

穷 多 解 ,其 通 解 为 


1 
0 
0 
多 解 
1 
0 
0 


十 : 十 二 


























为 可 道 阵 4 = BK， 





1 2 
2 0 
0 1 
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即 A 组 可 由 忆 组 线性 表示 一 A 组 与 B 组 等 价 人 Rs = Re 一 B 组 的 秩 =3 的 充 
要 条 件 是 A 组 的 秩 = 3 一 日 组 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 A 组 线性 无 关 . 
7. 由 题 设 R(4)=2 且 4x=0 的 基础 解 系 为 
(2,-1,-3,0)7,(1,0,-1,07; 
非 齐 次 方程 特 解 为 (1,0,2, - 1) , 故 方程 的 通 解 为 
1 21 11 
0| 并 | 0 
|+r c| - ,CiyczER. 
| 2| | 引 | 1 
-1 0 1 
8. 4 的 特征 多 项 式 为 
|1-X 2 2 
14 -AhE|= | 2 1- 2 
2 2 1-A2 
A 的 特征 值 为 h, =5, =) = 一 1. 


对 应 于 特征 值 x, = $ 的 单位 化 特征 向 量 为 ,1,1) ,对 应 于 特征 值 








六 二 


到 (5 人) 上 二 





= 为 = 一 1 的 两 线性 无 关 特 征 向 量 为 
-1 














天 2 计 | 
0 1 
把 它们 正 交 化 ,单位 化 得 
[ 记 - 
1 1 
下 天 二 进 | 丁 辣 之 | 天 
zl o 6 j 
令 3 阶 矩阵 
工 -~ 工 -站 
2 YYV6 
1 1 1 
卫 = (Pi ，,p:,p3) 一 万 六 - 亏 

1 2 
和 0 2 
了 6 


则 P 即 为 所 求 正 交 矩阵 , 且 因 
王 -4P=diag(5,-1,-1)=4 
于 是 ,P- 9p(4)P=9?(P 4P)=9?(4)=diag(9(5),p(-1),9(-1))= 
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diag(0,24,24). 
9. 三 在 正 交 变换 前 后 的 矩阵 分 别 为 
和 0 0 0 
4A=|a 1 刘 和 B=|0 1 中 
人 到 0 0 2 





于 是 ,它们 相似 ,从 而 有 相同 的 特征 多 项 式 , 即 
14 一 MEB1I=|8-)EE| 一 2-312+(2-o2 一 如 )A+(a 一 b)2=)2 一 312+2A， 
比较 上 式 等 号 两 边 的 的 相同 寡 次 项 的 系数 , 知 
必 -5)2=0 


=>=b=0. 
2-@2 一 2=2 


